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Кннга посвящена одной йз dсtlовных консtрукций выnykJiorд AJ:ia· 
лиза - маtематнческой дисцимвны, сформировавшейся в последние 
годы в рамках функционального анализа. Теорня двойственности 
Мннковокого излагается дли важного и широкого класса объектов, 
охватывающего выпуклые и сублинейные функции; выпуклые, нор­
мальные, выпуклые по Фаню и другие множества и т. п. Приводятся 
разнообразные приложения этой теории. Особое вин.манне уделено 
задачам представления положительных функционалов над различ­
ными классами выпу~ых функций и множеств, проблемам сходимости 
последовательностей линейных операторов и порождения полуупоря­
доченных пространств с помощью операции взятия су.прему.ма, экстре­

мальным задачам геометрии выпуклых поверхностей и ряду других 
вопросов. 

Книга доступна студен'l'а.м старш-.их курсов матема'l'ических фа· 
культетов и будет полезна аспирантам н научным работникам, ·спе­
циализирующимся в области выпуклого и фуикцноиальиого анализа, 
математического проrраммироиаиия и геометрии выпуклых множеств . 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В последние rоды резко возрос И'НТ'ерес к теории вы­
пуклых функций, выпуклых множес'f!в, выпуклых ~~·кст­
ремальных задач и к другим .вопроса1м, связанным с вы­
ПУJКЛостью. И1нтерес к э'f!ой тематике стимулировался в 
основном потребностями ма-гема'f!ичеаКiого програмr.rиро" 

вапия [75]. 
Иоследования в указанных .на.правлениях в настоя" 

щее .время объедJиняют~ся под названием «·выпуклый 
анализ». Общей чертой большинства ра.бот по выпукло­
му анализу я.вляется их ярко выраженная при.кладная 

направленн:ость. В то же в·ремя, идеи выпуклого анали­
за находят 1мног.очисле11ные пр1ил.ожения и в традицион" 

ных разделах математики - в конструкт.ивной теории 
функций, теории линейных неравенств, вариационном 
исчи.слении и т. д. 

С точ.ки зрения методов иосл·едования, общим пр:и­
емо.м работ по rвыпуклому анал.изу являет~ся систе­
матическое ис.пользование различного р.ода 1идей двой­
с-nвен.ности. 

Аппарат лагранжевой двойственности экстрем.альных 
задач изложен, например, в [ 47]. Схема дв.ойственности 
выпу~клых функций (теор:ия сопряженных фунЮJ.ий) из­
лож.ена в [ 141]. 0Д~на,ко подр1обн.ое излож·ение д.войст­
ве.нности МинiК:овского, несм·отря на большую нагляд­
ность этог.о понятия и многообразие его внутриматема­
·гнчеоких прн.пожений, в монографической литературе 
отсутс11вует. Настоящая работа пр·едставляет попытку 
восполнить этот пробел. 

Пр.и этом о-казалось цеJiеtообразным изложить тео­
рию двойств.енности Минковского, не закладывая в нее 
априор.и никаких теорем отдел1им.ости, что при!Водит к по-
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нятию так называемых В-выпуклых функций (т. е. функ­
ций, являющ·иХ:ся верХ~н1ими оnибающими функций из не­
mтор·ого класса Н). 

Традиционные приложения идей двой·ствен,ности вы­
пу.к.л.ого анализа отр.ажены .в монографиях [47, 141]. 
Поэтому здесь из.пагаю'f!ся в осповном новые результа­
ты и приложе1I.ия, отражающие !{jруг личпых интересов 

авторов. 

В пер.вой главе приводятся д:ве основные модифика­
ции двойственности Минковского: так называемые схе­
мы Минковокого - Фенхе.пя и Фенх.еля - .l\'Юро для Я­
выпуклых функций. Оп1и.сываются различные важные 
для пр·иложений клаесы Я-выпуrклых фуп·кций и м.но­
жес11в. Таким образом, здесь дает.ся достаточно u1иро· 
кий набор .выпуклых объектов. 

Во второй гла.ве обсуждаются линейные спое.абы за­
дания к.пас·со.в Я-выпу,клых функций, т. е. описываются 
поляры конусов Я-выпуклых функций. В этой же главе 
при.водятся элементы те.арии Шоке для Я-выпуклых 
множе.ст.в. 

Третья гла.ва посвящена изучению супремальных ге· 
не~раторов полуупорядоченных пространств, т. е. таких 

конусов Н, что каждый элем·ент прострапства является 
в из1вес11ном смысде Я-выпукл·ой функцией. Оказывает-

u u 

ся, что супрема.пьныи генератор теоно связан со своист-

вами сход~имоети пос.педо,вательностей оператор.о.в и функ­
ционалов, ·со евойстJВами их , распространен~ий. В этой 
же гла1ве пр.иводится ·ряд приложений концепци1и супре· 
мального пор,ождения. 

Четвертая глава поовя1цена при::.1енен.ию нек·оторых 
изложеншых конструкций к объекту, собственно и при­
ведшему к в.озвикновению понятия двойственности Мин­
ковского, т. е. к эк·стремальным за.цачам геометрии вы­

пуклых поверхностей. В этой г.паве, в частности, при.во­
.n;ится способ анализа ,и решения ряда экстремальных 
задач изопериметрического типа со многими ограниче­

ния ми, к которым в принципе пе применима техника 
(1 

си.м.ме11ризации. 

Для .пони:иания основного содержания кн·иги фор­
мально необходимым является лшшь знаком·ство с основ­
ными принципа.ми линейного анализа в объеме соответ­
ствующих гла;в любого современного учебника. Сведе­
ния из нетрадиционных для ун1цзсреитетской практика 
курсов, и·спользуемые в этой работе, сведены в прило-



же1п1ях. Однако при чтении книг·и полезно иметь под 
рукой монографии Б. 3. Вулиха «Введение в теорию 
полуупорядоч.енных прост.ранств» и Г. Буземана «Выпук­
_1ые поверхности». Желательным является также зна­
ком.ство с теорией выпуклых функций (напр.имер, по 
nышедшей в принстонской серии книге Р. Т. Рокфеллера 
<<Выпуклый анализ») ·и элементами теории Шоке (на­
нример, в объеме небольшой и хор·ошо написанной кни­
ги Р. Фелпса «Лекц'И~и о теоремах Шоке»). 

Глава III читателем, интересующимся только гео­
мстрическ·ими прил·ожениями двойственности Минков­
rкого, может быть опущена. Матер.иал главы IV не со­
держит, вероятно, .ничего, относящегося к проблемам 
сходимости· последiовательностсй операторов. 

Запись (Ь. с) в за.висимости от контекста означает 
формулу, предложение, пр·имер или теорему, фигуриру­
ющую в данной г.паве с этим индексом. В.стретив запись 
(а. Ь. с), следует обратиться к главе а и рассматривать 
си:\iвол (в. с). Именные теоремы не нумеруются и мо­
гут быть найдены с помощью предметного указателя. 
Исторические и литературные указания собраны в ос~ 
HOBIIOM в конце книги. • 

_д..вторы признательны всем товарищам и коллегам, 
принявшим участие в обсуждении этой юниги. Особую 
благодарность авторы приносят В. А. Була.вскомуt 
критические замечания котюрого способст.вовал·и улуч­
шению юниги. 



ВВЕДЕНИЕ 

0°. Предварительные замечания. Выпуклые функции 
ка.к сам·остоятельный объект исследования в!Iервые, по" 
видИмому, появил·ись в работе Иенсена [67], хотя нера· 
в.енсmа, определяющие вы.пуклую функцию и называе­
мые сейчас неравенст.вами Иенсена, рас-оматривались 
еще Гельдер·ом [ 43]. Одно из первых упоминаний ~вы­
пуклых фу1нкций в учебной литературе содержится 
у Штольц_а [180]. 

П·рактиче·ски в 1'0 ~е самое время были обнаруже­
ны разл.ичные овязи между выпу,кль1ми фу.нкциями и 
выпуклыми множес11вами - объекта.ми, из1вестными за" 
долго до введения понятия выпукл.ой фу,нкции. 

Фундамен·тальным открытием я~илось выяснение 
особой poлJI однорQдных выпукпых функций · ( сублине:И · 
ных функционалов) -Т:ак называемых ·кал.ибровоч·ных 
и опор:ных функций. Честь э-гоr-о открытия принадлежит 
Ми~нков-окому [125], с у.слехом применившему указан­
ный класс функций .в своих мноrоч-исленных 1исследов~а" 
ниях, отличающихся разнообразием, геометричес.кой 
наглядностью и широ'I'ОЙ. Основные труды Ми.н.ковско­
го собраны в вышедшем под ~реда~цией Гил.ьберта двух­
томнике «Gesammelte Abhaпdlungen von Hermann Min~ 
kowski», Teubner, Leipzig, 1911. 

· Важ~ным шагом в р.аэвитии взглядов М-инко.вско1rо 
яв·илась установленная Фенхелем теорема о воостанов" 
лении выпуклого компакта по ег.о опор·ной фун.кции. 
Этот результат, называемый теоремой Ми~&овского -
Фенхеля, и служит основным аппаратом, 1позволяющим 
применять теорию выпуклых .функций для 1исследо­

ваняя выпуклых множеС'1'1в ~И, наоборот, и:епользовать 
rеометричес.кие конструкции в ряде вопрооов анализа. 

Идея двойственности,· заключающаяся в сов мест-



пом изучении пары объектов (исходного и в некотором 
смысле двойсtвенног.о, сопряженного объекта) для по­
нимания авойс'Гв каждого из объект.ов, не нова. Однако 
свою вторую молодость этот подход нашел в пос.леднее 

время в р.амках вы·пуклог.о анализа. Выяснилось, что 
опорные функции и некоторые и~ подкла·ссы, построен­
ные, фа,ктичееки, по той же схеме Минковоюого - Фен­
хе~я, находят разнообразные пр:им·ен.ения в различ.ных 
математических д'исци.плинах. Одн.им из основных по­
требител·ей этой схемы является теория экстремальных 
задач, развиваемая математическим проrrраммировани­

см. При этом в посл.едней теорИ'и .отправным пунктом 
часто являются выпуклые функции (с·м., ·напри­
мер, [141, 69]). Это обстоятельство привело к интен­
сификации исследований выпуклых функций и, 
в~ частности, к созданию теории сопряженных выпук­

лых функц~й, пол'Учившей название «теория Фенхс· 
ля - Моро:.. . 

Выяснилось, что ·в известном смысле классы выпуклых 
функnий и выпуклых множеств ( сублинейных функ­
uий) неразличимы. В следующих двух пунхтах, следуя 
изящной конструкции Хермандера [ 167], мы выя,вим 
общее свой·ство этих кла1с-оо.в, играющее роль решающе­
го обстоятельства в ряде задач. В третьем пункте МЬJ 
заметим, ч?О подобным образом можно исс.ледовать и 
другие очень широкие кла~ссы функций. О.казыв.ается, 
что все непрерывные функции одной переменной «похо­
жи» на выпуклы·е функции двух переменных. Тем са­
мым некоторые свойства, например, нецрерывных функ-

" uии можно исследовать с помощью методрв выпуклого 
анализа. 

Методы, позволяющие одно'I'ипно исс.ледовать раз­
дичные «Соnряженные» классы функ~ий и мн.ожеств в 
духе выпу.кл.ого анализа, и сос-гавляют, собственно, тео· 
рию двойственнос1'и Мин.ковского. 

1°. Выпуклые функции и сублинейиые ·функционалы. 
Ра.ссмо-грrим локально выпуклое пространство (л. в. п.). 
Нас будут и1нтере~соват.ь выпуклые замкнутые непУ'стые 
множества в этом пространстве. Покажем, · следуя 
Хер.мандеру [167], что изучение этих .множеств можно 
свести к изучерию замкнутых конусов. 

~ о 

Прежде всего, условимся в дальнеишем под кону-
сом понимать выпуклое множество К, обладающее тем 
свой·с'I'вом, что Л~с.К при любом ЛеR+· Здесь и в даль-



неИшем символом R+ обоз1начается неотрицательная по­
лу.ось вещественной прямой R. Кроме того, сим­
волом R. буtдем обозначать ·расширенную числовую 
прямую. 

Пусть Q - непустое выпуклое замкнутое множест­
во в л. в. п. V. Поместим Q в гиперплоскость VX {1} 
про·странства VXR; иными словами" рассмотрим м.но-

,..., -
жество Q:s:::{(x, l)eVXR:xeQ}. Натянем затем на Q 
коническую оболочку и зам·кнем ее. Получивш•ийся конус 
обозначим через Га. В дальнейшем оболочку выпукло" 
го множеегва ~ обозначим через Со(~). В этих обозна-

,,_, . 

чениях Га= Со (Q). Конус Га лежИт в полупространстве 
VXR+, кроме того, он не содержится в гиперплоскости 
VX {О}. Бели Г - произвольный замКiнутый конус в 
пространстве VXR, об.падающий указанными свойст­
вами, то имеет омысл рассмотреть множество Qг в V, 
определяемое формулой Qг= {xEV: (х, l)еГ}. Множе­
ство Qг непусто, выпу.кл.о и замкнуто. Оказывается, что 
конус Гаг совпадает с Г. В самом деле, заметим, что 
конус Г совпадает с замыканием конуса Г' = { (х, Л) е 
е:Г:Л>О}. Дейст·вителы10, если и1 =.(х, О)еГ, то и1 = 
= lim (аи1 + (1- а) и2), rде и2= (у, µ)-произвольная at 1 
точка из Г, обладающая тем свойством, что µ>О. По­
м1;1мо этого, Г'=Со (Q). Таким образом, конусы Г и 
Гаг получаются_ замыканием одного и того же м.но-
жества Г' -и, следовательно, Г = Г nг· 

Обозначим через i!Э совокупность всех непустых 
выпуклых за.мкнутых подмножеств пространства V, 
через i!Эс - совокупность всех за:м.кнутых конусов в 
пространстве VXR, · лежащих в полупространстве 
VXR+ и не содержащихся в гиnерплоскости VX {О}. 
Мы показали в этих обозначениях, что справедливо 
следу·ющее 

пр ед ложен и е 1.1. Отображение а~ Го AtHO~ 
жества SD в 5Dc биективно. 

Рас.смотрим совокупность лv всех функций, опреде­
ленных на некотором тополоrическом пространст.ве V 

v v 
и принимающих значения из расширсппои числовои пря-

мой Л. Нам понадобятся следующие два определения. 
Если feЛv, то эффективным множеством этой функции 
пазываеТ'ся множество 

domf= {xeV:/ (х) <+оо}. 
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Н адграфиком функцпи f из л.v называется множество 

epi f= {(х, Л)e::VXR:Л~f(x)}. 

Первая проекция -epi f совпадает с dom f. Ины·ми 
с.павами, epi f= { (х, Л) Е VXR: xedom f, Л~f (х) }. 
Выясним свойства множества epi f, предполагая, 
что fe.Я.v, f=F+oo (здесь и ниже приняты обозна­
чения +оо: V-+ +оо, -оо: V-+ -оо). Прежде всего отме" 
тим, что это множе.сmо с каждой своей· точкой (х, Л) 
содержит и весь луч { (х, µ) }µ:.>i· Множество в простран­
стве VXR, обладающее указанным свойством, будем 
называть R+·uстойчивым. Таким образом, epi f- R+·YC· 
тойчи·вое множест.во. Кроме того, epi f обл<:Jдает тем 

" " " своиство.м, что его пере.сечение с каждои прямои 

(х, R) = { (х, .µ)}µел, где xeV, замкнуто. 
Если f=+oo, то epif=sO. Отметим, что пустое мно­

жество R+ ·устойчиво. Кроме того, это множество обла­
дает и ·Вторым свойст.вом надграфика. Нетрудно прове­
рить, что каждое R+ ·устойч.и.вое множество s, лежащее 
в VXR и такое, что его пересечение с любой прямой 
(х, R), где ХЕ V, замк~Нуто, является надграфиком некQ­
торой функции f ;. Эта функция определяется формулой 

При эт.ом epi f, = S· (Напомним, Ч'ГО по определению 
inf sO=+oo, sup sO=-oo). 

Надг-рафик epi f функции f из л.v замкнут в том и 
то.пько в том случае, если f полунепрерывна снизу. По­
этому иногда полунепре.рывные снизу функции называ­
ются замкнутыми снизу (или, если это нс вызывает не· 
доразу.мений, просто замкнутым.и). 3.аметим, что замк­
нутое множество в пространстве VXR яв,,;1яется надгра· 
фиком некотор.ой (замкнутой) фу.нкции- в том и только в 

--v 
том случае, есл.и оно R+-у·стойчиво. Обозначим через Rct 
подмножество л.v, состоящее из зам·кнутых функций. Из 
сказанного вытекает, в часТ~ности, что справедливо сле­

дующее 

П ·ред ложен и е 1.2. Отображение f-+ cpi f мно-
жества .RYz в. совокупность всех замкнутых R+-
устойчивых подмножеств пространства VXR биективно 

Упорядочим множество л.v естественным образом 



(т. е. считаем, что f1~f2, если f1 (x).~f2(X) для всех 
хе: V). Ясно, что при э-vом упорядочении л.v становит· 
ея полной 1СТ·руктурой (решеткой), причем суnремум 
V f a. и ннфи:мум V f a. любого семейства (f f1.)r.teл. элемен-
а. ,...... а. 

тов Rv .вычисляется поточечно. 
За.м.етим, что неравен·ст.во f1 ~f2 эквивалентно вклю­

чен1ию epi f 1cepif2. Кр'оме того, 

epi ( v !а) = n epi !а; 
~а.ЕА а.ЕА 

Определим замы.канне функции. Пусть fe.Лv. Мно­
жество epi f являет.ся R+·уст~ойчивым, ·и потому его за-
мыкаiНИС epi f также R+·устойчиво. Следовате~ьно, э·то 
м·ножесrео являекя надграфиком некоторой (замюну­
той) функции, которая обозначает.ся через f и назы.: 
nается нижним замыканием ил1и полунеn.реры,вной сии" 
зу регуляризацией функции f (или, если это не .вызыва· 

" ет недоразумении, просто за,мы.ка1нием или р·е-rуляриза-

цией f). . 
Из определения следует, что 

f = sup {g~E R:Z: g~ f}. 

Кроме тorq, для хе V спра1ведливо соотношение 

f (х) = inf Iim f (ха), 
(ха) а. 

где нижняя грань вычисляется по' всем сетям 1 

-v 
сходящим·ся к х. J..'\:ножест.во Rci содержит, 
сти, функции f вида 

f (х) = -{ 

оо xEQ 

+ оо х Е V\Q' 
(1.1) 

где Q=#= V, )2$. Функция f имее~ такой вид :в том и толь­
ко в том случае, если ее надграфик отличается от всего 

1 Определение сети (обобщенной последовательности) см .. на­
пример, в [83]. 
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прос·гранства VXR и я,вляется R-устойчивым множест" 
8ом, т. е. с каждой точкой (х, µ) содержит всю прямую 
(х, R). Будем называть непустые R-устойчивые множе~ 
1'·1··na, отличные от всего nространств<:l, t!нлин.дрически· 
.ми. Функции вида ( 1.1) также назовем цилиндриче­
скими. 

Введем теперь определение выпуклой функции. Это. 
удобно сделать следующим образом. · 

Функция f из лv называется выпуклой, если ее яад­
rрафик - з-а,мкнутое ,выпуКJiое нецилиндричеокое мно­
жество. Следующее предложение описывает важное 
СВОЙ·СТВО ВЫПу.клой фуНКЦИИ. 
П р ед л о ж е н 1И е 1.3. Если функция- f выпукла и 

суще~твует точка хе V такая, _что f (х) ~ -оо, то f = 
=-00. 
До к аз ат ель ст :в о. Предположим, что f::f=-oo. 

Та.к как f нецил,индричес.кая функция, то сущест.вуст 
точка ye.V, для которой -oo<f (у) <+оо. Замкнутая 
выпу,кд.ая оболочка прямой (х, R) и точки (у, f (у)) со­
держ·ит, всю пря·мую (у, R). Так как f (х) =-оо, то 
(х, R) c:epi f, кроме того, (у, 1 (у)) eepi f. Поскольку м1но­
жеатво epi f выпукло и зам.кнута, то прямая (у, R) со­
держится .в epi f. Последнее означает, что f (у) =-оо, 
что пр.отиiВоречит выбору точки у. Предложение дока­
зано. 

Из предл.ожения 1.3 вытекает, что при любых х, уЕ 
е V можно говорить о сумме af (х) +Pf (у). Эт.о позво~ 
ляет переформулировать определение выпуклой функ­
ции. Функция f наз:Q1вается выпуклой, если она полуне­
прерывна снизу, множество ее значений .не совпадает с 
{-оо, +оо} и, кроме того, для нее справеддивы нера­
венства выпуклости (или неравенства Иенсена) 

f (ах+~У) ~af (х) +~f (у) (х, ye.V; 

а, ~~О, а+~= 1). . ( 1.2) 

Если цро функцию f из лv известно лишь, что для нее 
выполнены (и, стало быть, ·и·меют смьiсл) неравенства 
( 1.2), то будем ее называть слабо выпуклой функцией. 
(В литературе, как правило, именно такую функцию 
называют выпу,кл.ой. Ниже рассматриваются ситуации, 
когда 1слабая вып)'iклость и выпуклость неразличимы; 
мы надеем,ся, что введение не.обыч,ного термина не пр·н­
ведет к нед()разумениям). 
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Функция р называется сублинейной, если е.е над.­
график epi р является замкнутым нецилиндрическим 
к опусом. В дальнейшем наряду с терм:ино:\1 субл нней­
ная функция будет использоваться те.рмпв сублинейный 
функционал. Непосредственно из оцределения .вытека­
ет, что субл:инейный функционал являе'DСЯ· выпук.пым 
(выпуклой функцией). НеТ~рудно проверить, что функ­
ционал р су.блинеен в том .и только в том случае" есл1и он 
замкнут (полунепрерывен снизу), субаддитивен (т. е. 
р(х+у)~р(х)+Р(У) для х, yeV) 1И положительно од· 
нороден (т. е. р(Лх) =Лр(х) при xe=V, Л>О). 

Если р сублинеен, p=F-oo, p=F+oo, то Oedom р и 
р(О) =0. Действительно, есл~и xEdom р, то луч (Л(х, 
р (х)) )л>о1входитв eipi р. ПосколЬ'ку конус epi р зам~киут, то 
(О, O)eepip, т. е. р(О)~О<+оо. Кроме· того, р(О)> 
>-оо. Из равенства р(О) =р(2·0) =2р(О) следует, что 
р(О) =0. 

Покажем, что изучение выпуклых функций, опреде­
ленных в л. в. п. V, можно свести к изучению субдиней­
ных функционалов в VXR. 

Пусть f- выпуклая функция, определенная на V, и 
f=F+oo. Множество Q=epi f непусто, выпукло, ·замкну­
то, R+-устойчи.во и не являе'Dся цилиндр:ическим. Рас­
смотр·им ко.нус Г 0 • Напомним, что по определению 

Гg=Co(Q), где Q= {(х, Л, l)eVXRXR: (х, Л)eepif}. 
~ u 

Мн.ожест.во Q является R+-устойч.ивым по второи коор-
динате, т. е. с каждой своей точкой (х, Л, µ) содержит 
и весь луч (х, л+R+, µ). Оте1ода следует, что и множест· 
во Гg обладает этим свойством. Это, в свою очередь, 

означает, что множество Га' = {(х, Л, µ) Е VXR Х R: 
(х, µ, Л)еГо} является R+-ус·той~чивым и, стало быть, 
это множество является надграфикQм некоторой 
функции р1 • Из определений вытекает, что Го П (V х R х 
Х { 1}) = Q, поэтому для ХЕ V получаем 

р1 (х, l)=inf{µ:(x, 1, µ}Efg'}= 

=inf{µ: (х, ~t, l)eГg}=inf{µ: (х, µ)eQ}=f(x). 

Если f=-oo, то, ~как следует из полученного равен­
ства, p1=z=-oo. Если f принимает в какой-то точке ко­
нечное зн-ачение, то и р1 пр1и.нимает .в этой точке конеч­
ное значение и, следователь·но, р1 не является цилинд-
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рической фуНi{ЦйеЙ. Кроме того; Го - ЗаМ1п1утый конус, 
поэ'I'ому р1 - субли1ней.ный функционал. 

Таким образом, если отождествить V с гипе·рплос­
костью VX {1} в пространс1iве VXR, то выпуклую 
функци10 f можно отождествить со с.педом сублинейного 
функционала р1 на эту гиперплоскость. Отметим, что 
clomp1c::VXR+ и dornp1c;tVX{O} (при f=F:-oo). Мсполъ­
зуя предложение 1.1, по.пучаем 
П ред л .ожени е 1.4. Пусть f выпуклая функция из 

л.v~ f++oo, f=F=-oo. Существует (единственный) субли­
неиный функционал р1, определенный на VXR; такой что 
Р1(х, l)=f(x), причел~ domp1c::VXR+ и domp/~VX{O}. 

В заключение ·введем в р.асомотреп·ие еще один класс 
фун.кций из Rv. Фупкци10 fe:.1P" назовем аффинной. ее.пи 
се надграфик является зам.к;нутым нецилиндр,иче.ским по­
лупространс11вом. Аффинная функция выпукла и при~1:1и­
мает л1ишь конеч~ные значения. Замюнутая функция f аф­
финна в том JI только в том случае, если f (ах+~У) = 
=a.f(x)+~f(y), где а., ~;;::о, а.+~=1; х, yEV. 

Если f - .аффинная функция, то функционал l: х -r 
-r f (x)-f (О) аддитl'Iвен и однороден. Из зам.кнутости 
(полунепреры.вности снизу) функции f .вытекает, что l or-

" ра.ничен снизу на .нек.оторои оwрестности пуля и по.ато-

му не.преры.вен. Т~.ким образом, ее.Ли функция f аффин­
на, то она имеет вид f =l+c1, где l-линейный функ­
циона.11 на V, а 1 - функция, определенная на V и рав· 
ная Т·Ожде.ст:веп.но 1. Наоборот, каждая функция, имею­
щая указанный выше эид, афф1и,н1на. 

Пространство, ·Сопряженное к л. в.· п. V, условим·ся 
в дальнейшем обозначать V'. Пусть А ( V) -векторное 
пространство, состоя1цее из ,в·сех аффинных функций, 
определенных на V (операции сложения и умножения 
на число вв.о.дят·ся ·В этом пространстве естественным 

образом). Отображение z+ct-+ (l, с) является изомор­
физмом векторных пространств А (V) и V'XR· 

2°. Теорема Хермандера. Требуется доказать теоре~ 
му Хермандера, у'Гверждающую, что фу1нкция выпукла 
в т.ом и только в том случае, если она является .верх­

ней огибающей ( супремумом в структу,ре л.v ил·и, что 
то же самое, поточеч1ным суnремумо~) некоторого мно~ 
жества аффинных функций; функционал ·субли.неен в 
то~1 и только в том случае, если он представляет верх­

нюю огибающую некоторого множества линейных фу.нк­
ционалов. С точки зрения падграфиков первое из этих 
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утвержден1ий оз.начает, что надграф.if.К выпуклой функ­
ции совпадает с пересечение.м некоrорого множества 
полу.просттра~нсmt являющихоя над!iр1афиками аффин­
ных фу~нкций. Известно, что ~всякое .выпуклое замкнутое 
м~ножество совпадает с пересечением за!t{.кыутых полу­
nространст.в, его содержащих. Теорема Хермандера (в 
части, 'Относящейся к выпуклым фу.нкц·иям) уТ1вержда­
ет, что множ.ество являеrея нецилиндрическ:~имt выпук­
лымt замК~Нутым, R + -у,ст.ойчивым ,в том и только в том 
случае, осли оно представи.м·о Кiак пер.есечение содержа­

щих eno нецилиццрических зам1кнутых R+-устойч·и·вых 
полупрост.ранС'm. 

Важ~но подчеркнуть, что 'Эта теорема носит О'Гдели­
мост.ный хара.к.т·ер, т. е. ее доказательство опирается 
лишь на простейшие сл.едствия из теоремы отдел1имос.ти, 

которая может ра.оомвт.риваться ка,к нек.от.орый эк:~вива· 
лент теоремы Хана - Ба1каха. В Э'I'ОЙ работе под тео­
ремой отделимости понимае'l'ся следующее: если точ­
ка х не лежит в .выпуклом замкнутом · множестве S 
(IВ локально выпуклом простран.стве V), то ·найдется rи· 
перплоскость, отделяющая х от S (т. е. функЦионал l 
из V' такой, что sup l (у)< l (х)). ТоЧJнее говоря, при 

yeS 
доказатель·стве теОреф!Ы Хермандера исцользуется л1ишь 
то, что .втор.ой сопряже'Н1ный конус совпадает с исход­
ны·м. При1ведем доказа тельетво Э'l'ого простого цредло­
жения, чrобы подчеркнуть еГо отдел:и~мостный характер. 
Теорема Хермандера - яркий пример двойст·венности. 
Этот ее аспект будет рассмотрен ниже. 

· .В дальнейшем ·будем считать, что в пространстве V', 
сопр~женном .к V, введена слабая топология а( V', V). 
В этом случае V"= V.1 Пусть К за~кнутый конус в V. 
Напомним, что по определению сопряженный к К кр­
нус К* состоит из полож·итель·ных на К л·иней,ных функ­
IJJИоналов, т. е. J(*= {fEV':f(x) ~О для всех хе}(}. 

1П .ред ложен ·и ·е 2.1.2 Е ели К замкнутый конус в V, 
ТО К**=К. 
До к аз ат ель ст в о. Ясно, что I(••'::)к. Пt_еtn..поло-

жим, что существует точка уеК** такая, что уЕК. Ис-

1 Точнее говоря, nространства V и V'' (канонически) изоморфны 
н могут быть отождествлены (см. [30] ). 

2 Этот результат иногда называ_ют леммой Фаркаша. 
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пользуя теорему отделимости, найдем функционал f е V' 
та1кой, что f (у)< О= inf f (х). Равенство О= inf f (х) ·по.ка-

ЕК ЕК 
зывает, что feK*; поэтому неравенство f (у) <0 означа-
ет, что у Е (К*)* = К**. Полученное противоречие и до-, . 
казt,1вает предложение. 

1' е о р· е .м а Х е р .м а н д е р а. ( l) . Функцион·ал р 
аз лv·" сублинеен в том и только в том случае, если су­
ществует Аtножество QP в пространстве V' такое, что 

р (х) = sup 1 (х) (х Е V). (2.1) 
le.Op 

(2). Функция f из" лv выпукла в том и только в том 
случае, если существует множество Q1 в пространстве 
Л ( V) такое, что 

f (х) = sup а {х). 
аеь, 

(2.2) 

Д о к а з а те л ь с тв о. Функция, я.вляющаяся верх ... 
ней ·огибающей множес11ва ли~ейных (соот.ветствен'Но, 
аффианых) функций, являе"ся сублинейной ( соответст­
венно, .вып}'iклой). Останови·м-ся 1поэтому л~ишь на дока­
зат·еJJЬС11Ве того, чт.о ·каждый сублинейныи функционал 
имеет 1вид (2.1), а з.аrем, что каждая 1выпукJ1ая, функция 
пр.едстав.им1а 111 ви:це (2.2). 

Пу~сть р - сублнней,иый функционал. Е.сли р= + оо, 
то в качестве QP можно взять все пространство V'; если 
р=_;_оо, то QP=ef. Рассмо"рим случай, когда р п·ри­
н.имает конеч.нvе знач·ение хотя бы в одной т.очке. В этом 
случае 1Надrрафик К функционала р являе11с·я не.пустым 
замКiнутым конусом, не.совпадающим .со ·всем простран­

с11вом VXR. Так каsК р(О) =0, то к содержит луч 
(0, R+). В процессе доказательст.ва будем ·считать, что 
функционал (l, Л) из 1пространства (VXR)'= V'XR дей" 
ствует следующи1м образом: (1, Л) : (х,. µ) -+-1 (х)-Лµ. 
Учитывая это, рассмотрим ~конус -К*, сопряженный 
к-К, 

-K*'={(l, Л)eV'XR:l(x)-Лµ~O ((х, µ)е::К)}. 

Так :как (О, 1) еК, то для (1, Л) е-К* имеем Л~О, 
т. е. - К* лежит ·в .полупространстве V'XR+. Далее, 
--- К* ·пе лежит в гиперлл.осн:ости V'X {О}. Деiiс11вител1)­
но, если -/(*cV'X{O}> то-К=(-К*)*=-к··~ 
~ ( V'X {О}),*; .но ( V'X {О}*= (О. R)), ·т. е. ~Надграфик J( 
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функционала р содержит прямую (О, R), откуда по 
предложению 1.3 вытекает~ что р=-оо. Итак, - К* Е 
е:: V'XR+t - K*(,t; V'X {О}. Из предложения 1.1 следует, 
что найдется непусТ'ое .выпуклое замкнутое множество Q 

~пространстве V' та,кое, что - К*=Го(--Со(Q) ),, где 
Q= { (l, ...... 1) Е V'XR = le:Q} .. в.ведем в· ра.ссмо11рение функ­
ционал р, определенный 1на V формул-ой 

р: х ~ sup l (х). 
LEQ 

-Обоз;:ачим -через К 1Надграфик этого фу.нкционала. 

I1меем К={(х~ µ)eVXR:µ~l(x) при ,всех /e:Q}= 
={(х, µ)EVXR:l·(x)-µv~O п.ри всех (lt v)e:Co(Q)}= 

~ - * =-(Co(Q)) *=-(Со (Q) )*= - Г0. . 

Так как Го=-К*, то-Г~ = -(-К*)*= К. Сле--до.ватель!!о, К=К. Посколь.ку падг:рафики функцион.а· 
ло;в р и р совпадают, то и ·сами э11и функционалы сов" 
падают. Таким образом, р (х) = sup l (х) (х Е V), что и за· 

le:O 
вершает доказатель.с11во первой части т.еоремы. 

Втор.ая часть теоремы следует .из .первойt если вос­
пользоваться предложением _1.4 и из-оморфизмо·м про­
с11ран.ств А ( V) и V'XR. Теор.ема доказана. 

Теорема Херма.ндера позволяет показать, что вы­
пуклые функции, заданные не 111а .всем пространстве V, 
также я.вляют.ся 1верхним·и: огибающими м.пожесТ'В аф­
финных функций. 

В1ведем сначала определение. Пусть s _:._выпуклое 
множество .в локаль·но -выпуклом пространстве V. Функ­
ция at определенная на s, называется аффинной, если 
она принимает лишь конечные значения, непрерывна и, 

кроме того, 

(Если s= V, это определение совпадает с данным в 
пункте 1°). След на s функции из А ( V) яв.пяется аффин" 
ной фу~нкцией па S· Обратное, .вообще говоря, неверно. 
Приведем ·соо11веrет.вующий пример (раосм.оТ~ренный 
в [ 159]). 

Пример 2.1. Рассмотрим пространство 12
, наде­

ленное слабой (ослабленаой) топологией, и множество 
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s в !2, состоящее из всех u_осле.довательностей х= (Xn) 
00 

таких, что \ Xn \ ~2-п. Для хе:~ положим f (х) = ~ Хп• 
n=l . 

Функция f, определенная та.ким .образом, аффинна па 5, 
но не является сJiедом ника~ой функц~и из ·л (/2). 

Функцию f: s-+ Л назовем выпуклой (на s), если ее 
надг!р.афик epi f ==; { (х, µ) esXR: µ~f (х)} является iВЫ· 
пуклы1м замкнутым ·неuили.ндрическим множеством. Ци-

• 
.пиrндричность множес"Гва определяется эдесь так же, как 

и при s = V. (В случае, если s я:вляетrся конусом, мож­
но аналогичным образом определить сублинейный на ~ 
фун1кционал.) Иными словами, функция f вылукла 
(на ~), сели она по.пунепреры.вна снизу, м.ножество се 
значений не совпадает с {-оо, +оо} п она удовдетворяет 
перавенства1м выпуклости. Каждой функции f из 
R' (f:;#=-oo) по.ставим ·В СОО1'Встс11вие функцию f из лv, 
ПОЛОЖ!ИВ 

,.._. {f(x) хЕ~ 
f (х) = + ·.:ю х - ~. 

Бели же f :х-+ -оо, то ,положим f =-00 1. 

Функция f rвыпукла в том и только в тсr.м: случае, сс­
"11и выпукла f. Применяя к функции f теорему Херман· 
дера, можно убедиться в том, что каждая выпуклая на ~ 
фу1н.кция является верхней огибающей некоторого мно· 
жес11в:~ аффинных .на s функций (и, более того, следов 
функций, аффинных на . V). 

3°. Простейшие примеры супремально порождающих 
конусов. Результаты, изложенные в пункте 2°, показы· 
вают, что элементы некоторого .достаточно обширного 
класса функций (выпуклые фу,пкции) .представимы как 
вер:х~ние огибающие (поточсчные супремумы) подмно~ 
жеств существенно более уз.кого и простого класса 
функций (аффинных функций). Здесь будет разобран 
еще оди1н пример подоб1ной ситуации. 

Р ассм·отрим на вещс-ст.вен.пой прямой промежуток 
[а, Ь]. Пусть А ( [а, Ь]) - совокупность аффинных па 
[а, Ь] фу1нкций (fe:A ([а, Ь])" если f: Х-+ cx+d). -Функ· 
цня f из R.[a, ь~ выпукла в том и толыко в том случае, ес­
ли она являет·ся верхней огибающей некоторого подмно· 

1 Эта идея доопреде.~1ения выпуклых функций принадле­
жит Фенхелю (160). 



жес"Dва из А ( [а, Ь]). Добавиrм I< двухмерному :вектQр· 
ному пространству А ( [а, Ь]) луч, натянутый на фун·к­
цию х ~ -х2, т. е. рассмотрим множес"Dво, состоящее из 
всех определенных на [а, Ь] ква.дра'Dных т·рехчленов 
h:x-+kx2+lx+m (где k~O). 

П 1р ед ложен и е 3.1. Функция f: [а, Ь]-+ (-оо, 
+оо] -полунепрерывна снизу в там и только в том cлy­
tlae, если она является верхней огибающей некоторо·­
го (непустого) множества вогнуi'ЫХ квадратных ·трех­
членов. 

Д о к а з а т е л ь ·С т ·в о. Каждый квадратный трех~ 
член непрерывен, поэтому ·верхняя огибающая любого 
множест-ва тр·ехчленов ,полунепреры:вна снизу. Д-окажем, 
чт.о .кажд:ая полунепрерывная .снизу функция · есть по· 
точечный супре.мум .не.которого множества трехчл.енов. 
Не уменьшая общн·ос-ги) будем .считать, что f (х) <+оо 
при всех ХЕ[а) Ь]. Так как f полунепреrь1~вна снизу, то 
существует число М тако·е, что М <min (t). ·К.роме то-

tе[а,ь 

го, для каждог.о ХЕ [а, Ь] и 8Е (О, min f (t) - М) суще· 
te(a,b] 

ствует б:,е>О такое, что f(t)>·f(x)_.:..8 .При tе=(х-б:,г, 
х+бх, е). Для указанных х и 8 и бЕ (0, б:, а) положи.м_' 

gx,r,б: t ~ (f (х) - 8) - ~2 (f (х) - 8 - М) (t - х)1 

(t Е [а, Ь]). 

Проверяет.ся, что g=, г, (,~f .и,\ кроме того, g=, а,(, (х) = 
=f (х)-8. Из изложенного следует равенство f= 
= sup gх,е.б• П·редложение .доказано. 

х,s,б : · 
3 а меч а iН и е. Трехчлен g=. г. (,, фигурирующий в 

доказательстве предложения, можно записать .в виде 

g" ,е,6 ( 1) = - f.- t2 + ( * х) t - ( f. х2 
- f ( х) + в), 

где c=f(x)-E-1'1>0. По.пожим 

k = - ;. • 1 = ~~ х, т = - ( ;. х2 
- f (х) + в} 

При x=FO п достаточ.но малых б выполняется нера· 
венство т~О; кроме того,· k~O. З'на\к числа l зависит 
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от зпа.:ка х; если счи11ать, что ·а>О, то l~O (в общем 
случае следует разложить g#, •. 6 по степеням (х-а'), 
где а'<а). 

Полученный в предложении 3.1 простой результат 
достаточно интересен. Он показывает, что даже такое 
весьма обширное множество, как множество всех полу­
непреры.вных снизу функций, может порождаться с по­
мощью операции взятия верхней огибающей ·подмножеств 
очень узкого множества - конуса, натянутого всего на 

три образующих. По существу, 1важен лишь тот факт, что 
этот конус порождает ·с помощью поточечного супремума 

:все просТ:ранс~о С([а, Ь]) непреры.вных на [а, Ь]~функ· 
ций. Конусы, «су.цремаль1но порождающие» С (Q), где 
Q- компактное топологическое пространство, облада­
ют рядом весьм1а интересных свойств и подробно изу­
чаются в гла1ве III. 

В некот.орых случаях пор·ождение следует 1ра.ссмат· 
ри.вать не с помощью поточечн.ого супремума, а с по-

" " мощью супрему.ма ,в смысле .некоторои другои структу· 

ры. П.риведе·м соответствующий .пример. 

Рас1смотр·им прос'!'ран.ство С([а, Ь]) и подпростран­
ство Cper([a, Ь]) Э'f'\oro nростра:нс11ва, соетоящее яз 
фу.н.кций, принимающих на концах :промежутка равные 

значения. J1юбая функция f е:С ( [а, Ь]), явдяющаяся 
верхней огибающей .ка•ког.о-либо ~множества из Cper ( [а, 
Ь]), ·сама :входит в Cper( [а, Ь]). Поэтому, оста.ваясь в рам­
ках С ( [а, Ь]) и используя поточечный супремум, .мы не 
выйдем за П'ределы Cper([a, Ь]). -П·ростран~етво С([а, 
Ь]) является .с11рукту.рой относ·ит~ьно естес1lВен·ного 
011ношения порядка. При этом сrпремум бесконечнот·о 
множес11ва эл.ем.ентов из С ( [а, Ь ) (если он существу~ 
ет), вообще говоря, не совпадает с верх.ней огибающей 
этого множес11ва. Покажем, что любая функция из 
С ( [а, Ь]) является суп ремумом (в С'Dруктуре С ( [а, Ь] !) ) 
некоторого М·Ножества из Cper([a, Ь]). На основе п-ред­
л.ож:ения 3.1 достаточно показать, что таюим свойством 
обладают лишь ювадратные трехчлены х-+ kx2+lx+rn 
(k~O), так как верхняя огибающая множества непре­
рывных функций, в случае если она непрерывна, я.вля­
стся супремумом этого множества в С ( [а, ·Ь]) . 

Пусть h: x-+kx2+lx+m (k~O) - квадратный трех" 
член. Положим с== min h·(X). Для любого ~натурально" 

хе[а,Ь] 
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2 
го п такого, что Ь - а> n' определим непрерывную 

функцию h1" по.аожив 

hn (х) = h (х) (х [а+{-. Ь -+ ]); hп (а)= hп (Ь) =с 

и hп·аффинна на отрезках [а.а++} [ь- ~.ь} 
По по.строению hneCpcг([a, Ь]'). Трехч.пен h вогнут (так 
как k~O) и потому hn~h. Ясно, что h = supchп, от-

k 
куда и следует наше утверждение. 

При.веденные примеры наводят ~На .мысль изучить 
конст.рукцию построения .некоторой функции, как суп· 
ремума (в той ид111 иной структуре) IVf:ножест.ва функ~ 
ций зада.иного клас.са. Ио9ледова1нню этой конструкции 

" и ее приложении и посвящена .настоящая книга. 



ГЛАВА 1 

И-ВЫПУКЛЫЕ ФУНКЦИИ И МНОЖЕСТВА 

оо. Введение. См. Введение 1 " 
1°. Схема двойственности Минковскоrо- Фенхеля. 

Рассмотри,м полную структуру У с пан~епьшим элемен" 
то.м - оо. Пусть Х - по.::смпожество У, Н -подмножество 

Х, т. е. Нс::.ХсУ. прич~м-ооеН. 
Буд~м говорить, что элемент реХ является Н ·Вы­

пуклым, если найдется множество И в Н такое, что 
p=sup И. Совокупность всех f/-выпуклых элементов Х 
обозначим через Р (Н, Х, У). Для ре У положим 

Если И - под~111ожество Н и p=sup· U, то UcUp. 
В этом случае р= sup И Р· Элемент hE lJ Р будем назы­
вать опорным к р э.пементом, а само множество И Р -
м.ножес:гв·ом опор.ных (или опорным множеством) к р. 

Подмножество И множества Il назовем н"выпуклым~ 
если V={heH:li~supU}, т. е. если И опорно к 
p=sup И. Если р=-оо, то ИР=0, т. е. пустое м.ноже· 
ство я.вляется Н ",выпуклым. Совокупность всех Н "вы" 
пу,клых множеств ·и, опорных к элементам из Х, обоз" 
начим через ~(Н, Х, У). Заметим, что ~(Н, У, У) совпа­
дает с совокупностыо всех Я-выпуклых множеств. 
(В дальнейп1е.м 1 .когда из контекста будет ясно, о каких 
Х и У идет речь, в обозначениях Р(Н, Х, У) и ~(Н, Х, 
У) одна из 1букв Х, У или обе эти буквы будут опускать~ 
ся). Упорядочим ~ (Н) по вк.пючепию. В множестве 
Р (Н) введем отношение порядка, индуцируемое из У. 
Отображение<р:Р(Н) ~~(Н), действующее по формуле 

tp : р -.- и р, ( 1.1) 
1 Этот пункт добав.лен д.ля единообразия (ер. [184]). 



очевидно, является изом.орфизмом упорядоченных мно­
жест.в Р (Н) н fJJ(H). Отображение <pt определенное 
Qю1рмулой ( 1.1), называетея двойственностью Аtf иNков­
ского. 

Пусть Uc.H. Положим Pи===sup U и рассмотрим мно· 
жес1'во Upu= {h Е Н: h ~ Pu}· Если Ve::e(H, У, У) и 
V::)U, то Pv=sup V~pu, ,откуда следует, что Up.y = V ~ 
::JU Pu·· Таким образом , И Pu является на и.меньшим сре­
ди всех элементов множества Fд(Н, У, У), содержа­
щих U. Мн·ожест.во И Pu называ.е-гся Н-выпуклой обо-
лочкой U ·И обозначается символом сон ( U). За.метим, что 
СОн ( µ) = U в том и толь·ко в том ·случае, есл~и U явля­
ется Н-выпуклым множеством. Если рие::Х (где Нс.Хе. 
с.У), т,о множество сон(U) входит в е(Н, Х, У)'. 

и.меет м~сто следующее 
riредложение 1.1. Совокупность fВ(Н" У, У) 

всех Н-выпуклых множеств является полной структу­
рой. При этом, если ( Ua.)a.e:A семейство иэ fВ(Н, У, 
У), то 

Д о к а з а т е л ь ст ,в о. П р·и всех аеА имеем 

СОн (ak1 Ua) С Сон (Ua) ~ Ua 

и потому сон ( n Иа) С n Ua. С другой стороны, 
аЕА аеА 

сон ( П И а) ::) n U а· Таким образом, множество 
аеА аеА n U а //-.выпукло и потому оно совпадает с инфнму­

аЕА 

мом семейства (U"Jcr.eA• Пусть теперь' Vee(H, У, У) 
.и V=>Ua.(ae:A). Тогда V ~ сон(а~ Ua)' откуда и следу· 

ет, что множество сон(~ Ua) является супремумом се­

мейства ( Uа.)аел· Предложение доказано. 
Заме ч а ·Ни е 1. Отображение U ~сон(U), опре­

деленное на совокупности в·сех подмножеств Н, удов­
летворяет следующи~ условиям: 

- · ( 1 ) ·СОн ( U) ::'J U; 

(2) СОн (сон { U)) =·СОн ( U); 

(3) .если U1=>U2, то coв(Ui)::-Jcoн(U2). 
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Это озн-ачает, что отображение соп является замыкани­
ем в смысле Мура [ 12]. п.редложен-ие 1.1 .является п·рО­
сто конкретизацией теоремы Мура для ·раосматри.вае-. . 

мои ситуации. 

3 а 1м е ч а ·н и е .2. Двойс11вен.ный подход к Я-выпук­
лости за~ключается в сл.едующем. Положим срн (х) = 
= sup h. Тогда срн(х) ~<рн (у), если х~у. Кроме того, 

11<,х, heH 
{рп(<рп(х))=срн(х). Такие отображения называют опе-
раторами замык·ания [ 153]. Элемент х называют <рн­
эамкнутым, если срп(х) =х .. Ясно, что м.ножества Я-вы­
пуклых и <рн·зам·кнутых элементов совпадаю':f. 

Д1sойс1'ве.н.н.ость · М·ин.rоо.веко.го показывает, что сово­
ку~пность Р(Н, У, У) всех В-выпуклых элементов У яв­
ляе'ГСЯ полной структу.рой, изоморфной структуре 
5(Н, У, У). При этом супремум любо-го семейства 
(Ре) ееА элементов структуры. Р ( Н, У, У) ·совпадает с 
супремумом этого семейства, вычисленным в У. Рас" 
смо'Црим Н-выпу.клые множес'Гва· UPa. (а Е А) и супре-

му~м сон Сжk1А ира;) семейст.ва (Ира;)~А· Обозначим че-

рез supp и supr супрему~~ьi, вычисленные в Р (Н, У, У) 
и У соответственно. Используя двойственность ·Мин.ков­
ского <р, получаем 

sup р Ра. :::;:::: <р -t (sup U Ра;) = <р -t (сон ( lJ U Р . )) = 
а;ЕА а.ЕА ае:А а 

• 

' 
= supy ( supYUPa;) = supypa, 

С1.€::А а;еА 

что и требовалось. 
Аналог этого утв·ерждения для ниж·ней грани неве­

·рен (это· легко проверяется на примерах, в частности, 
см. пример 2.1). 

Непооредс11венно из сказа.иного следует 
Пред ложе Н· и е 1.2. Пусть множество Х являет­

ся верхней полуструктуро,й, причем супремум двух эле­
ментов из Х, вычисленный в Х, совпадает с ·супремумом 
этих элементов, вычисленным в У. Множество Р (Н, Х, 
У) (и, стало быть, 5(Н, Х, У)) является верхней полу· 
структурой, причем супремумы двух элементов из 
Р(Н, Х, У), вычисленные в Х и Р(Н, Х, У), совпадают. 

' Введем· следующее определение. 
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Множест.во S назовем полулинейным пространством, 
если .в нем введена бинарная операция +, относитель· 
но которой S является ком1мутати~ной пол)"rруппой, 
и операция умножения на положительное число, причем 

(1) l·S=S (sES); 

(2) Лs+µs= (Л+µ)s (Л, µ;;:а..О; se:S); 

(3) Л (s1 +s2) =Лs1 +лs2 (Л>О; s1, s2eS); 

(4) (Лµ)s=Л(µs) (Л, µ>0; seS). 

В полулинейном пространстве естественным образом 
а:rВ'одится поня-тие выпуклого множества (множество U 
выпукло, если cx.u+~veU как только и, ve:U, ·а+~= 1 
и а, ~>О). В этом пространстве определяется алгебра· 
ическая сумма И1+И2 множеств U1 и U2 (И1+U2={se 
еS:s=и1+и2; иiеИ1 i=l, 2}) ·и ·произведенме ЛU мно· 
жества И на положительное число Л(ЛИ= {seS: s=Ли, 
ие И}). П·ростейшим примеро.м по.лулwней1ного прос:тран" 
ства может служить конус К в векторном простран" 
стве (заметим, что К является полулинейиым просТlран" 
с;:твом с сокращением: из равенства x+y=z+y следу· 
ет, что x=z). 

Полулинейное пространство S, в котором введено 
отношение порядка ~' назовем К·полулинеалом, если 

( 1) S является верхней nолуструктурой; 
(2) неравенство х;;;а.. у влечет соотношение x+z;;;a.. 

~y+z при всех ze=S; 
(3) из соотношения х~у следует, что Лх~Лу (Л>О). 
Обычным образом вводится понятие изоморфизма 

К-полулинеалов. Сде.паем некоторые предположения 
относительно множества Х. В дальнейшем будем счи" 
тать, Ч'ГО 

( 1) Х являет.ся верхней полу.с-грукту1рой ( отнооитсль­
но порядка, и.ндуцирова~r11ного из У), причем суп" 
ремумы двух элемента.в ~из Х, вычисленные в Х и У, 
совпадают; 

(2) .В МНОЖССТiВО Х введеПЫ а.л:rебраические опера­
ЦИИ, отнас.итель·по которых оно является К·полули" 
неалом; 

(3) если А 1 с:Х, А2сХ и существуют верх.ние грани 
sup А 1 и sup А 2, то из неравенства х~а1+а2 д.ая всех 
aieAt:(i= 1, 2) следует, что x;;:::sup Ai +sup А2. 
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Установим с.вязь межJtу алгебраическими свойства" 
ми Ни 'i!J(H, Х)(Р(Н, Х)). Предположим сначала,чтоН 
является выпуклым м.ножест&ом. Покажем, что в этом 
случае и множество Р(Н) выпукло. Пу.сть PiEP(H), 
U1 = Upi(i= 1,2). Заметим, что аИ1+~И2 входит в !/ 
при -всех а, ~>0, а+~= 1. Э.пемент ар 1 +~Р2 мажори­
рует любой элемент множества аИ1+~И2. С другой сто­
ронь1, если р';а,аи1+~и2 (и 1е::U1, и2е=.И2), то р'~ 
·~ а sup U i +~ sup U2=ap1 +~р2. Таким образом, 
sup(aИ1+~V2) =ар1+~Р2ЕХ, что н доказы·вает требу­
емое утверждение. Замет~им, что выпуклость Н влечет 
выпу1клость множ·.еств из 'iВ(Н). 

Пусть теперь Н - по.пулинейпое прост.ранс-nво. Тог­
да, рассуждая тем же способом, можло проверить, что 
Р (Н) - полул1инейное п.ространство и, более того, Р (Н) 
есть /(-полу.пинеад (относительно алгебраических опе~ 
раций и порядка, индуцированных из Х). Перейде.м к 
р~с·смотрению . множест~ва 'iВ (Н). В.ведем в него естест­
венным образом операцию умножения на положитель­
ное число и бинарну10 операцию (±) (сумму Минков­
ского) 

Заметим, что двойственность Минковского ер облада­
ет следующими свойствами: 

<р(Л.р) =Л<р (р) . (Л.>0); <р (Р1 + р2) =tp (Р1) Е!Эq; (р2.). 

Отсюда следует, что 'iВ(Н) является К-полулинеалом 
(относительно введенных алгебраических операций 
и порядка по включе1ппо). Кроме того, имеет место 
Теорема Минковского-Фенхеля. Двой­

ственность М инковского является изоморфизмом К-по­
лулинеалов Р(Н) и m(H). 

Отметим, что из-вестные работы по схеме Минков­
ского - Фенхеля (в случае локально выпуклых про­
странств) в содержательной части состоят в формули­
ровании ус.павий на Я-выпуклые элементы и множества 
в терминах· самого Н (но не Х). При этом, как правило, 
в качестве Х принимают некоторый К-полулинеал (ча­
ще К-ливеал 1), состоящий из функций, заданных на не-

t От11ос11те~11ьно · понятий теории полуупорядочеппых про-
странств см. Приложение 1. 
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kOtopoм выпуклом множестве Q, а в качестве Н - nо­
лулин·ейное пространство, ·состоящее из линейных или 
аффинных ~функций (при этом У совпадает с .RQ). Тре­
буемые условия в этой ,ситуации получаюrея с помощью 
тех или иных теорем отдели·мост.и. Поэтому представля­
ет и1нтерес вь~яснить овязь между Я-выпуклостью и от-
делимостью. . 

Рассмотрим .неко"Горое множест,во Q. Полную струк­
туру .RQ обозначим через У. Пусть Х - это условно пол­
ная верхняя полуструктура в У, причем супре.мум (в 
Х) любого ограниченного в Х множества совпадает с 
поточечным супрему.мом (т. е. с супремумом в У). Спра­
ведливо 

П ·ред ложен 'И е - 1.3. Множество UcH (где 
lf с.Х) входит в fд(Н, Х, У) в том ·и только в том слу­
чае, если оно ограничено сверху в Х и для любого 
h' е Я\U найдется элемент xe:Q такой, что 

h~ (х) > sup h (х). 
hr::::U 

(1.2) 

до к аз ат ель ст 1В о. Ограниченность сверху мно­
жества U эк.ви.валентна тому, что pu=sup U входит в Х. 
У~словие ( 1.2) является непоср·едственным следст.вием 
Н-~выпуклости множества .и. С другой стороны, если 
это условие выполнено, то нераtвенство h' ~Ри~ где h'e:H, 
,влечет соотнvшение h'e:U, а это и означает, что U яв­
ляется Я-выпуклым мн.ожесТ!вом. 
. В дальнейшем, если Х является множе.ством функ­

ций на множестве Q и У совпадает с .Rq, то Я -выпук­
лые элементы Х будем называть Я·выпуклыми функ­
циями. 

Остановимся на связи .между Я-,выпуклостью и вы­
пуклостыо по Фаню. Пусть Q - некоторое множество и 
Ф - семейство вещественнозначных функций, заданных 
на Q, разделяющее т-очки из Q. (Последнее означает, 
что для любых х, ye.Q найдется ФУJН~кция сре:Ф такая, 
что <р(х) ~ср (у).) 
· Множество А из Q называет-ся Ф-выпуклым (в смыс­
ле Фаня), е.сл·и для каждого х Е Q"'- А существует такая 
функция с:ре: Ф, что с:р (х) > sup с:р (у), 

иеА 
Будем считать :множество Q вложенным к К-полу~и-

неал RФ следующим о.бразом: каждая точка xe:Q отож-
дествляется с (6)-функцией x:q>~(J)(X) (<ре.Ф). Сово" 
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. -
купн1ость s.c.ex функций вида х, где xeQ, обозначим че" 
рез QФ; знако1м Л будем обозначать и сам оператор 
вложения Q в RФ. Из предложения 1.3 получается 
Предложение 1.4. Множество А из Q является 

Ф-выпуклым в том и только в том случае, если множе--ство А из RФ является QФ-выпуклым. 
В пу.нкте 2° nриводят:ся наиболее типич,ные и исполь­

зуемые в дальнейшем классы 11 -.выпуклых функций и 
м.ножесТ1в" l(онКJрст,изации теоремы Минковского - Фен­
хеля, как п1ра.вило, не формулируюТ1ся. Для описания 
некоторых из _?Jтих ·кла·сеов будет удобно ввести в рас­
смотрение один специальный К·полулинеал функций. 
Пусть Q - пеко'Горое множе.ство. Через XQ обозначим 
множество, с-остоящее из всех фу.нкций f : Q ~ (-оо, 
+оо], а также функции -оо: М·ноже.ство XQ являеТ1ся 
полной структурой относ,итсльно порядка, индуци.р.ован­
ного из Л.Q. (При этом для любого множества из Xq \верх­
ние грани, вычисленные в XQ и Л.9, ·Совпадают.) Введем 
в Xq операции сложения и умножения на положительное 
чи.сло: в множестве XQ" {- ro} эти операции вводятся 
е·стественным ·образом. Кроме того, положим х+ (-оо) = 
=-оо для любого XE.Xq и Л(-оо)=-00 для любог-о 
Л~·о. В результате XQ превращается в .полулинейное 
пространство и, более того, в К-полулинеал. 

2°. Примеры В-выпуклых функций и множеств. Здесь 
приводят.ся примеры Н-.выпуклых фу.нкцljй, где Н - ·ко­
нусы, состоящие из линейных функционалов, опреде:лен­
ных на локально выпуклом пространстве. В такой ·си­
туации Н-.выпу·клые функции - это те пли иные субли­
нейиые функционалы, а //-~выпуклые множества - это 
соо11ветствующие им выпуклые м.ножества. 11сториче.ски 
имен.но сублинейные функuионалы и их связь с выпук~ 
лы-ми множествами послужили .....основой теории двойст­
венно.С'I'И Минк.ав.с.кого. В то же :время теория сублиней" 
ных функционалов и различных кла·С·со.в отвечающих 
им ВЫПУJклых множеств :в на1стоящее время наиболее 
разработана и нашла наибольшее число П·р·иложений в 
различных разде.п.ах современноr.о анализа. Более того, 
изучение м.ногих вопросов теории двойственности Ми.и" 
ковского основано на п.спользовании свой.ст.в сублиней­
ных функционалов ·и .опорных к ним множеств. В с·вязи 
с этим излагаемые в дальнейшем конст.рукции, ка.к п·ра­
вило, иллюстрируются на вводимых в этом пункте клас­
сах объектов. Ита.к, 
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Пример 2.1. Ра1сомотрим л. в. п. V и положим 
Y=Elv, X=Xv H=V'. Опишем Я-выпу~клые функции 
и множест.ва. Как с.педует из теоремы Хер.мандера, 
функционал р из Xv является Н~выпуклым в том и 
толыко в том случае, если он суб.пинсен. Заметим, что 
для .пюбого множества И из Н функция sup И входит 
в X\r. Поэrому Р (Я, Xv, У) =Р (Я, У, У) ·и, стало быть, 
13(Н, Xv, У)=13(Н, У, У), т.'е. каждое Я-выпуклое мно­
жество входит в 13(Н, Xv,' У). Чтобы описать Я-выпук­
лые множества, воспользуемся предложением 1.3. По 
этому предложению множество ИсЯ яв.пяется !/-вы­
пуклым в том и то.пько .в том случае, если И можно пред­
ставить как пе·ресечение содержащих его полупрост­

рансТlв, т. с. если И является .выпуклым и замкнутым 
(в топо.пог1и.и cr( V', V)). От·сюда следует, что для ~11ю" 
бога И сН множе·с'l'в.о_ сон (И) совпадает с замкнутой 
вынук.пой оболочкой со( И) множества И. 

Множество Ш(Я) является К-11олули11еа.лом. Умно" 
жение .па положитс.пьное число вводится .в него естест­

венным образом, а сумма Минковского Е1Э опреде.пяст-

ся так: если И1 и И2 непусты, то И1 $И2= U1 +И2; кро­
ме того, Иffi525=525 для .пюбого Ие=Ш(Н). I-Ia основе 
предл·ожепия 1.1 Ш(Н) является полной структурой; сС·· 
..пи ( Ua) aiEA - семейство элементов из 13 (Н), то 

В К-полули·неале Р (Я) алгебраические операции и 
отношение порядка индуцированы из Xv. Множество 
Р (Я) также является полной структурой, при этом верх· 
няя грань .в Р (Н) семейства . (Ра.)а.еА совпадает с 
верхней гранью этого семейства, вычисЛенной в Xv, т. е. 
с поточечным супремумом этого семейства. н·ижняя 
грань семейства (Ра.)а.еА называется сублинейной 
огибающей этого семейства. Сублинейная огибающая, 
как правило, отлична от поточечноrо инфимума рас­
смат,риваемого семейства. Так, например, сели h1, h2e:.H 
и h1 -::f=.h2, то h1 Л h2 совпадает с -оо, но не с функцией 
v-+ h1 ( v) /\ h2 ( v). 

Пример 2.2. Пусть V, У ·И Я те же, что и в предыду-
1цем примере, а Х совпадает с векторным пространст.вом 
Rv вс.ех функций f: V-+ R. В этом случае Я-выпуклые 
функции (т. е. элементы ·множества Р (Я; Х, У) являют-
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СЯ суб.пи.неЙНЫМИ функционалами, при.НИМаЮЩИМИ и"IИШ"ь 
конеrчные значения. Пусть Ue:~ (Н, У, У). Функционал 
Pи=sup U (pu:v~sup h(v)) входит в Rv в том и только 

fieu 
в том случае, если множество И ограничено в топологии 
a(V', V). Таким образом, ~(Н)=~(Н, Rv, У) состоит из 
всех непустых огра.ничеп.ных и замкнутых в а ( V', V) вы~ 
пуклых множе-ств. П.ри этом Р ( Н, Rv) ( соо'Гвет-ственно 
WJ(H, Rv)) Я·вляется К-полулипеа.пом, алгебраические 
операции и пцрядок в к.отором индуцированы из Р ( Н, 
Xv) (соответст.венно из WJ(H, Xv)); кроме того, этот по-

" " . 
.пулинеа.п: является условно пштнои верхнеи полуструк-

" турои. . 
Пример 2.3. В дальнейшем непрерывную функцию бу­

дем считать канеч.ной (т. е. дейст.вующей в R). Предпо­
.тrож·им, что Х совпадает с пространством ,С ( V) всех не· 
прерывных на V функций (при этом считается, что V, У и 
Н те же, что и раньше). Множество Р(Н, C(V)) состоит 
нз всех нецрерыв·пых на V субл·иней.пых функционалов. 
Заметим, что сублиней.ный функционал, определенный 
на V, неар·ерывен в том и только в том случае, если он 
ограничен, т. е. если существует окрест.ность ну"1я W, для 
которой sup lp (w)I < + оо. · 

WEW 

Ограниченность функционала р эквивалентна равно" 
степен:ной непр·ерывно.сТ!и множества Up. Таrоим обра­
зом, К-полулинеал ~(Н, С( V)) .состаит из всех выпук­
.лых за·м.кнутых (в cr(V', V)) ра·вностепенно :непрерывных 
мно·жеств. 

Предположим, что прост.раест.во V бочечно f 30]. Тог­
да равностепенная непре.рывность множества V' эквива­
~11ентна его слабой ограниченности и потому 51J (Н, Rv) = 
=51J (Н, С ( V)). Последнее означает, что каждый субли­
нейный на V фун.кциона.п, прини::v~ающий лишь конечные 
з·наче.ния, непрерывен. 

Заметим, что классическая теаре.ма Минковского -
Фенхеля, собственно, и описывает изоморфизм между 
К~полу.пинеалами (и одновременно условно полными 
верХJними по.п:у~ст·руктурами) Р(Н, C(V)) и ~(Н, C(V)) 
в случае, когда V=Rn (символом Rn здесь и в дальней­
шем обо.значает~ся п-мерное числовое прост.ранство). Тео~ 
рема показывает, чт.о совокупности выпуклых компактов 

в Rn и конечных сублипейных функционалов над Rn 
с точки зрения алгебраической и поря.J.~ковой структур не­
различимы. И:м·енно· это о.бст.оятельство является реша10-
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щим при исследовании ряда задач теории выпуклых по" 

верхностей. Подобные задачи пр'иводя11ся в главе IV. 
Пример 2.4. Пусть К воспроизводящий конус в л. в. п. 

V (т. е. V=K-K). Положим Y=R"" Рассмотрим сопря­
женное к V nространсТ1во V' и через Н обозначим конус 
в л.к, соста1Влен.ный из следов элем·ентов V' на К. 

В рассмаТ1р1иваем-ой ситуации К-полулинеал Р(Н, 
Хк) =Р(Н, Хк, У) состоит из ·всех сублинейных функцио" 
нало1в, определенных на К. Будем считать, что элемента­
ми Р(Н, Хк) являются субJiинейные функционалы р, оп­
ределенные на всем прос"ранстве V, и такие, что 
dom рс::.К. Чтобы описать Ш(Н, Х~), введем следующее 
определение. 

Пусть L - .:конус в векторном простра·нст.ве Z. Непу­
стое множество Q из Z называеТ1ся L-устойчивым, если 
Q+L=Q. П)'iстое множестrво L"у1стойчиво по определе-
нию. Справедли:во · 
Предложение 2.1 .. Пусть К-замкнутый ко1:tус 

в пространстве V. Сублинейный функционал р : V-+ (-оо, 
+оо] обладает тем свойством, что dom ре::.!( в тол~ 
и только в том случае, если множество его опорньtх U Р 
является (-К*)-устойчивым. 

д·о,к аз а т·е ль·ст,в о. Пу~сть dom рс::.К,. he.UP и 
h'e (-К*). Считаем, что dom p=;l=QJ. Для ve.dom р 
имеем p(v) ~h (v) ~h (v) +h' (v). Это означает, что 
h+h'e.U,, откуда и следуе.т (-К*)-устойчивость U,. 
Пусть теперь изве·стно, 'ЧТО U11 является (-К*)-устойчи--вы·м. Если ve.K, то найдем, используя теорему отдел·и-
М·ости, функционал f Е (-К*) такой, что f ( v) >О. За­
фиюсируем .произвольный элемент h' Е И v· Тогда 

p(v) = sup h(v) > sup (h' + Лf) (v) = + оо, 
f!E.Up А>О · . 

-
т. е. vedom р. П·редложение доказано. 

Из предложения 2.1 сл·едует, что К-полулинсал 
'iВ(Н, Хк) состоит из ·всех ,выпуклых, замкнутых и 
(-К*)-устойчивых множеств. Нетрудно проверить, что 
Н ..~выпу,клая оболочка сон выпуклого множества И; со-

держащегося в Н, совпадает с множеством И-К*. 
Пример 2.5. Пусть К ·и L - замкнутые конусы в 

л. в. п. V, ~причем K-:::::>L и L - воспроизводя.щнй конус. 
Рассмотри.м сопряженный ,к К .конус К* и через Н к, r. 
обозначим совокупность следов функционалов из К* на 
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L. Множесt~во Нк, L й.вляется .ко~усом в ttpoctpaнctйe 
RL. На1с будут .интересовать К~полулии·еалы 
р (lf к, L) =Р (Н к. L, RL, J1.L) и т (Н к, L) =93 (Н к, Lt RL, J1.L). 

В дальнейшем будет удобно отождествлять Н к, i. с ко­
нусом К.* (это возмо)К.НО, так как L-1воспроизводящиi1 
кону.с). 

ПQДм1ножес11во U конуса К* (и.ли, что то же самое, 

конуса Н к, L) .называе'!'СЯ L"нормальным. есл.и U = (U -
- L *) П К* (здесь черта .означает за,мыка.ние в 
cr(V', V)). 

Справедливо следующее -
П р е ~ л о ж е н и ·е _2.2. Под множество U конуса К* 

входит в m (Н к, L) в TO.At и только 8 том случае, если оно 
ограничено (в a(V', V) ), выпукло и L"нормально. 

До·казательство. (1). Пусть U-.слабо оrра­
ничен·ное выпуклое L-нормаль'н,ое п·одм.нож·ест.во конуса 
К* и элемент h' из конуса К* ;Не вход.ит ~в U. Так как 
и= <и -L*) n К* и h's"к*, то h'eu-L* и потому 
найдется элемент VE V такой, что 

h' (v) > sup h (v). (2J) 
heV-L,.. 

Так как K-:::::;L, то K*cL *. O'flcJQДa следует, в ча·стш·ости, 
чтоОеU,nоэтому U-L*-:::::;U-L*~-L*. Из (2.l) следует, 
что функционал v ог-раничен .они.зу на ~онусе L * и, стало 
быть, veL ** = L. Снова исполь1зуя (2.1), получим, что 
h' (v) >_sup·h (v). Отметим, что из слабой огран.ич·енности 

he:V • 
мно1кес'Dва U следует .его ограниченность в структуре Ri.. 
Применяя предложе~ие 1.3, убедимся .в т.ом, что 
Uе.9З(Нк. L). . . . . 

(2): Лусть теперь Uе9З(Нк, т.J. Наряду с функцио-
налом pu=sur, U (о.пределе.пным на L), рассмотрим 
функционал р: V-+ (-оо, +оо], определенный фор­
мулой 

,..., {р и ( v) v Е L . 
. p(v)~ +оо VE.V~L. 

Покажем, что множество U-L * совпадает с совокуп" 
ностью UP' всех функционалов из V', опорных к р как 
к элементу множесТ~ва Р ( V', Х v, л.v). В самом деле, 
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множество 'й·-·L * выпукло и замкнуто, кроме того 
sup h(v) = р (v), откуда и следует наше утверждение. Зa-
1zeu=r* · 
м·етим теперь, что U == UРи = U;ПК*. Таким_ образом, 

U = (U - L*) П К* .и, ста.по быть, И является L-нор­
мальным. 

Покаже~1, что И с.паба о.г.раничено. Действптельпо, 
пусть д.пя некоторог·о ve V ,выполняется sup h (v) = + оо. 

ьеи 

Так как L - :Воспроизводящий .конус, то найдется эле­
мент v1 e.L такой, что v-v1E.L. Так как К.'::)L, то 
Uc::.K*c::.L*. Поэто:v1урu(v1) = suph(v1)~suph(v) = +оо, 

hEU hEU 
что пев-озмо)кно, ·ибо ре:.Р (Н к. L, RL). Предложение 
доказа'Н.о. 

Нст.рудно проверить, что Н к. L-выпуклая оболочка 
выпуклого множества Ис::.Нк. L описывается фо·рмул·ой 

сонк.L(И)=(И-L*)ПК*.Таки-м образом, ~(Нк. r..) являет" 

ся полу.пинейным пространством относительно бинарной 

операции ®: (И1, .И2)-+ (U1+U2-L*) nK* и естествен" 
ным образом определенной операции умножения на по­
ложительное число. Пусть в пространстве V введено от­
ношение предпорядка с помощью конуса К (v 1 ~v2, если 
V1-v2e:.K; V1, v2eV). Будем говорить, что сублинейный 
функционал р, определенный на L, допускает монотон­
ное распространение, если найдется сублинейный функ-

. ционал р: V-+ R такой, что 

p(v)=p(v) (veL): · 

(При этом fi называется монотоппым распространени­
ем р). I1мсет место 

П ред лож е .ни е 2.3. Функционал р входит в 
Р ( Н к. r..) в том и талька в там случае, если он сублине~ 
ен и допускает лtонотаннае распространение. 

Доказа.тельст;во. (1). Пусть реР(Нк.L). Тог­
да множест:во ИР с.паба ограничено и леж-ит в К*. Функ­
ционал р: v ~ sup h (v) (v Е V) является 'монотонным 

hЕИр 

распространением р. 
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(2). Пусть р допускает монотонное распространение 
р. Мн.ожест.во U r; всех опорных к р выпу\кло, замкнуто 
и ог1раничено (см. пр.имер 2.2). Пусть vEK. Тогда 
p(-v) ~О и по'I'ому-р (-v) = - sup(-v)=iпf h(v)>O. 

hE:U...., hE:U,_, 
• р р 

Итак, для всех h Е и_, и ve.K выrполняется нера·вен­
Р 

сТ1во h(v) ~О. Это означает, что И;; С К*. Поскольку 

p(v)=p(v)=sup{h(v):hEU-} для vE.L, то рЕ 
р / 

.ЕР (Н к, L). Предлож·ение доказано. 
В заКJiючение останоnим·ся на собственно .выпуклых 

функциях. 
Прим.ер 2.6. Пусть V- л. в. п., Y=.Rv. Чер~з Н обо­

значим пространство А ( V) всех аффинных на V функ­
ций. (В дальнейшем мы отождес11вляем А ( V) с про­
ст,раrнсwом V'XR.) В этой ситуации множ·ество Р(Н):= 
=Р (Н, Xv, У) совпадает с ·Совокупностью в.сех выпук· 
лых на V фу~нкций (эrо .сл~ует из теоремы Херманде­
ра); 1кроме того, Р(Н) я.вля1ется ~полной ст(руктур.ой. 

Чтобы омсать Ш(Н) =513(Н, Xv, У), пр1именим кон­
ст1ру·кцию, раrосмотренную в пункте 1° Вrведения. 

Пу~сть f ~выпу,клая фу~нкция, f+,+oo, f-::F-oo, и р 
субл·инейный функционал, определенный в простра.нст­
.ве VXR и такой, что dom pc:VXR, dom<;i:VX {О}, при­
чем p(v, 1) =f (v) для в:сех VE.V. (Существован1ие это­
rо функционала га.рантирует предложение 1.4 из в.веде-
1НИЯ.) Фrунюционал h=1(l, v) е V'XR о.парен ·к р в том 
и тольк;о в том случае, если он (точ.нее, определяемый 
и.м аффи:нный фу.нкционал) оnорен ·К f, так что множе­
ство И, совюадает с И1 • Поскольку dom pcL= VXR+, 
т·о (:предложение 2.1) множество и, является (-L *)-ус-
·тойчивы1м. Учитывая, Ч'I'о L - полу.пf,остранс11во, не­
трудно про.верить равенстsо -L *={О XR+ (мы .счита­
ем здесь, что фу1нкц.ионал (!, v) е: V'XR действует на 
элемент (v, Л.) e:VXR по фор·муле (l, v) (v, µ) =l{v) -
·-vµ). Итак, множество V,=U1 Я1вляется ({О} ХR+)-ус­
тойч·~вым {или, по тер;м1инологии В:ведения, просто R+­
у·стои·чи1вым). Та.юим же образом 1ИЗ .соотношения 
dom pstVX {О} следует, что U" не является цилиндриче­
ским. Если f=+oo (соответст:венно, f=-oo), то мн.о­
Ж·е-с-uво U1=·H (ооот.ветс'I'венно, И1 =е5) такж·е R+·ус­
той1чивq и н·еnили.ндршческое. 
Мы п.ока·зал·и, такИrм ·образом, fl ... выпуклое .множество 

R+-у.стойчИJвrо, не является цилиндрическим (.и, к;роме то-
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го, вы.пук.по и зам.кнута). Нетрудно про.верить, что верно 
п о.братное утвержде.Н'ие. Ита1к, 1апра1вед.л~иво следующее 

П р ед л о ж е н и е 2.4. Множество U в пространст­
ве А ( V) = V'XR является опорным к выпуклой функ· 
ции в том и только в том случае, если оно выпукло, зам­

кнуто, R+ -устойчиво и не является цилиндрическим. 
3 а.меч а ·Ни е. Пу-сть f- выпуклая функция на V. 

П!редложе.ние 2.4 показы.вает, что множ·ество U1 явля­
е'flСЯ ,нщцrграф.иком некотQрой вы,пуклой функции f*, 
определенной на V'. Ilpи этом для he. V' имеют место 
Р.а.венсt.1;\а 

f* (h) = inf {Л: (h, Л) е и,} = sup (h (v) - f (v)). 
ve.U 

. Функция f* называется сопряженной к f. СоnряЖен­
_ные · фу,нкции играют .важную роль в выпуклом анали­
зе. Некоторые их свойства (в общем случае Н-выпук­
лых фунrкд1ий) рассмотрены в пункте 5° этой главы. 

3°. Дальнейшие примеры н ... выпуклЫх функций. 
Здесь будет продолжено знакомство с некоторыми клас­
сами Н-1ВЫ'пу1клых фу1нкций и· их· простей·шими свойст,ва­
ми. Пр.и этом (в отличие от предыдущего пункта) соот­
ве-vствующие клас·сы Н-·выпуклых множест,в рассмат-
риваться не будут. · . 

Пример 3.1. Пусть "6 - выпу,клое множество в л. в. п. 
V. Через А~ обозначим множество следов .на 6 аффи.н­
ньiх на V функций. Как вытекает из теоремы Хер.ман­
дера, множес:nв.о Р (А,. Х,, ..R') состоит 1из .всех ·выпуклых 
на ~ фун-кций. 

Г1 ример 3.2. Пу1сть s некотqрое. ('необязательно .вьl­
пу.клое). подмнож·ес11Во пространства V; че.рез А, обо.з· 
н ач·им с·овокуп:ность следов .на ~ аффинных на V функ­
ций. Элементы множества Р (А,, х,. Л.,) естественно на­
зывать выпуклыми на 6 · фун·кциями. В са1мом деле. ·каж" 
дая А,-,~ыпу1клая функция· допу1скает рас.пространени.е 
до выпуК:Лой функции, ооредел-енной на V. 

При.мер 3.3. Ра·осмотри.м QДИ.Н ча.ст,ный случай пре­
дыдущего примера. Пусть N- множество натуральных 
чисел. , В этом случае Ан состоит из всех арифметиче­
ских прогрессий, Р(Ан, Хн, J1.N) - из всех выпуклых 
nоследователь.ностей (на.помним, что числовая .последо­
вателыность (хп) 1назы1ва-ется ·выпук..1ой. есл·и Xn-. 2хп+~ + 
+xn+2~0 при всех п). 
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Пример 3.4. Рассмотрим теперь от.резок t а, Ь], 
и пусть точ,ки xi (i=O, ~ •... , п+ 1 )· таковы, что а=хо< 
<х1 < ... <хп+1=Ь. Через НР обозначим совокупкость 
непреры.вных функций, аффинных на .каждом отрезке 
[xi, Xt~1] (i=O, С ... , п) (ломанных). Множество 
р ( н Pt С1 ( (а, ь] ) t лrа, ь]) Пrредста.вляет ИЗ себя сов окуп -
ность непреры·вrных <(,кусочно-,выпуклых» функций (если 
fEP(Hp), то сужение f на каждый сег~r-ент [xi, xi+I] вы­
пу·КJJо). 

Пример 3.5. Если Н - конус в простран.ст.ве С ( [а, 
Ь]) (где а >О), состоящий из т.рехчленов x-+ kx2+zx+ 
+т (где k~{), l~O, m~O), то Р(Н, С([а, Ь]), Лtа,ьJ) = 
=С([а, Ь]) (это равенство доказано, по-существу, в 
пункте 3° В·ведения). 

Пример 3.6. Рассмотрим снова пространство~ С ( [а, ,..... 
Ы) и через С( [а, Ь]) обозначим К-пополнение (см. 
Приложение I) этого пространства. Через У обозначим 
полную структуру, полученную путем добавления к ,,..,_ 

С ( [а, Ь]) наибольшего и на и меньшего элементов. 
Пу.сть Cper={fEC([a, Ь]): f(a)=f(b)}. Тогда P(Cpen 
С([а, Ь]), лra,b])=Cper IИ P(Cper~ С([а, Ь]) t У)= 
=С ( (а, Ь]). (Последние ра1вен1ства были фактически ус­
танов"т~ены в 111ункте 3° Нве.;Iени.я.) 

Пусть У полная -стру1ктура, Х множество в У и НсХ. 
В Х, вообще говоря, сущес1шуют подмножества Н', от­
личные от Н и такие, что Р (Н', Х, У) =Р (Н, Х~ У). На­
пример, Р(Н) =Р(Н, Х, У) =Р(Р(Н), Х, У). Пред" 
ставляет интерес среди множест.в Н', обладающих у,ка" 
занным· свойством, .выбрать на1именьшее (по включе­
нию). Отметим, что Эта задача может и не иметь реше­
ния. Рассмотрим в условиях нримеfа 3.5 множест1во Н, 
состоящее ,из трехчлен.ов х-+ kx +lx+m, где 1~0, 
171~0, а kE {ko, k1, ... , kп, ... }, г.Де (kn) - убывающая 
последователь'Ность, ст1ремящая1ся к -оо. Нетрудно про· 
верить, рассуждая так же, как ,в пункте 3° Введе.ния, 
что Р(Н, С([а, Ь]), лrа, Ьl)=С([а, Ь]). От.сюда следу­
ет, что не .найдется наименьшего по включению множе­
ст.ва Н' та.кого, чт.о Р(Н', С([а, Ь]), лrа,ьJ)=С([а, Ь]). 
Тем не менее, в ·некоторых случаях наименьшее множе­
ство Н' сущест,вует. Ниже цр,иводятся соот.ветст.вующие 
при.меры. 

Пример 3.7. Пусть Р - совокупность в.сех сублиней­
ных функционалов, определ,енных на локально выпук· 
"10'1 пространс'l!ве V. Покажем, что наименьшее по вк.лю-
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чени.ю подмножество Н пространства л.v, для которо­
го Р=Р(Н) =Р(Н, Xv, лv), С·О.Впадает с V'. 

Заметим, что P(V')=P (пример 2.1). Пусть Н'с:::.Лv, 
Р (Н') =Р. Та.к ка.к V'cP, то для любого he: V' най:д.ет­
ся h'eH' та:кой, ttfТO h'~h. Та1к .кruк Н'с::.Р и P(V') =Р, 
то для данного h' найдется 'Jie::. V', для ·которого JЗЫ1пол-
1няе'11ся не~ра1в·еНСТiВО n~h'. Бели h'=i==:h, ro 1i<h, что .не· 
sоэможно, поскольку 1i 1и h--. лrинейные функцио.н.алы. 
И·та1к, h=h', т. е. heH', что ·и требовалось. Ра1с~суж1дая 
Тtак же, м,ожно провер·ить, что спра1веллюво 

Пр едл о же Н•И е 3.1. Пусть У -полная структура, 
Н - подмножество У" обладающее тем свойством, что 
для любого he:H опорное множество Uh совпадает с 
{h}. Пусть далее НсХс::.У. Если Н'с::.Х и Р(Н', Х, У)= 
=Р(Н, Х, У), то Нс.Н'. 

Пример 3.8. Покажем, что множ·ество · аффинных 
функций при некоторых е·стествснных предположениях 
является «наименьшим» среди .всех множест.в, порож· 

дающих ·С помощью взят~ия супремума выпуклые функ· 
ции. Точ~нее г·оtВоря, докажем 

·Пр ед ложен и е 3.2. Пусть Q - (о?-раниченная) 
область в Rtt с компактной границей дQ, звездная отно­
сительно некоторой внутренней точки х0е: Q, и Н­
замкнутое множество в пространстве С ( Q). Тогда 
Р(Н)=Р(Н, C(Q), _RQ) совпадает с совокупностью 
всех выпуклых непрерывных на Q функций в том и 
только в том r,случае, если Н состоит из выпуклых непре­
рывных функций и при атом содержит все аффинные 
функции. 

До tK аз ат ель .ст в о. Нуждается ,в про,вер.ке лишь 
.необх1од.и:мость с-формулированных у.словий. 

У.ста1нов1им, :прежде в-сего, ·следующий фаiкт. Есл·И l­
аффин.ная функция, е>О, а f- ~выпуклая неп.рерь1~вная 
фун·кция, причем f (х) ~l(x) для в.сех xeQ и l(xo) ~ 
~f (хо) +е, то 

1 
вd (Q) 

l:l - fllc(Q) ~ б • (3.1) 

Здесь d {Q) = max )х -- у1и 6 = min ly- Xol >О 
x,yeQ уедQ 

'(через 1 xl обозначена евклидова длина вектора xeR.1', 
1 ( 2 2)' 1/2) т. е. xl = Х1 + .. · + Хп • 
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Рассмотр1им сначала одномерный случай. Пусть Q 
есть отрезок [х, у]. Проведем в. R2 следующие прямые: 
L·1 - через точюи (у, 1 (У)) и (хо, l (хо) - s) и L2 - через 
точки (х, l (х)) .и ( х0, 1 (хо) - е). Обозначим через hi функ­
цию, графиком которой служ·ит Li(i= 1, 2). Очевидно, 
чт.о f мажорируеr функцию h1 Лh2 • Следовательно, 

. e\x-yl 
[il-n\c<Q> ~ (l (х) - hi (х)) V (1 (у) - h2 (у))= 1х-х0 1 /\ IY-xot• 

В общем случае .неравенство (3.1) устанавливается 
путем рассмо"tр·ения всевозможных сечений Q прямыми, 
nроходящим·и через точку хо. 

Перейдем к доказательст.ву необходимост1и. Так как 
клас·с Р (Н) и кл ас.с непрерывных выпуклых на Q функ­
ций 1совпащают, то, 1в ча1с·тности, функции ,из Н я,вляются 
выпу.клыми и любая аффинная функция является Н-вы· 
пуклой. Последнее оз,начает, что для каждого натураль­
ного п найдется ·функция fn из Н такая. что f п:::;; l; 
l(x0) ~ f п (х0) + _!__. Применяя неравенегво (3.1), имс-

п 

ем /Jl - f пl/c(Q) < ~~Q) • 
Таким об.разом,· l=lim f п· Следовате.льно, из-за зам­

кнутости множеС'r~ва Н, фу1н1кция 1 входит s Н. Пр·едло­
жение доказан·о полностыо. 

3 а м е ч а н и е. Для произ-вольного компакта Q 
предложение 3.2) вообще говоря, не имеет места. 

Остановимся на существовании опорного в точке. 
Введем сначала .соот1Ве"Гствующее определение. Пусть 
Q-rне~которое м·нож.ество, Хс.ЛQ, Нс.Х. Рассмотрим 
Н-вып-уiклую функцию ре.Р(Н, Х, ЛQ) и м.ноже,ство U 11 

011~Qрных к р элементов и~ Н. Будем говорить, что 
элемент he=.UP ·опорен к р в точке xeQ, если h(x) = 
= р (х). Я·сно, ч·rо 011оvный 1В точке элемент может и не 
.найтись. Напр.и.мер, если Q совпадает с .л. в. п. 
V, Н = V' и р - субл~и.нейный функционал на V такой, 
что р=/=--;;-оо и dom р=/= V, то в точке x~dom р опорного 
не существует. Более того, как показывает следующий 
пример, может не существовать опорного даже в точке 
из dom р. 

Пример 3.9. Функционал р, 011реде"1енпый на R2 фор-
" . 

мулои 

{
-Vx1x2 

р:х(= (х1 , х2))-> 
+оо 

xER~ 
- 2 

XER+. 
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не им·е€т· опорного в точ·I<ах (Л, О)" и (О, Л) при Л >0. 
Тем не менее в некоторых случаях можно гаранти­

ро·ВаJ:Ъ существование опорного в точке. ПроидлюстрИ­
руем эт·о дву.)lя примерам.и. 

Пример 3.10. Имеет место 
11 ред ложен ·И е 3.3. Пусть р - сублинейный 

функционал, определенный на л. в. п. V; конус 
K=dom р телесен и р непрерывен на внутренности 
int К множества !(_. Тогда р имеет опорный функционал 
из Н = V' в .любой точке x0Eint К. 
До к аз ат ель ст в о. В условиях предложения ко­

нус epi р (надграфик функuиона.па р) телесен, причем 
(хо, р(х0 ) )Eiпt (epi р). По теореме отде.1имости найдем 
ненулевой функuионал (h, v)EV~XR такой, что 

h(xo)+vp(xa)=O~h(x)+\1µ (хЕК; µ,~р(х)). (3.2) 

П,окажем, ЧТО v=FO. ДеЙСТВИТе.ЛЬНО, В П.рОТИВ1ОПОЛО)К­
НОМ случае h (хо) =0 ·И h (х) ~О при хЕК, о~куда, учи­
тывая, что x0Eint К, получим /i=O. Это, О,.'I.нако, невоз­
можло, так как (h, v) :ро. П.ри х=О из правой части 
(3.2) в.ытекает неравенст.во О~\'µ (µ~О=р(О)), кото-
рое возможно лишь при v~O. Ита1к, v>O. Мо-ж.но счи­
тать, что \'= 1. В этом случае из цра1вой части (3.2) еле" 
дует, ч-го -h(x)~p(x) при всех ХЕ/(, т. е. -hEUp. 
Кром·е т·ого, из (3.2 )-h (х0 ) = р (х0 ). Та;ким образом, 
фу.акuиона.п: -h опорен к р ·в точке х0, что и доказыва-. 
ет предложение. · 

. ПpuJvtep 3.11. Пусть Н - конус в пространстве 
С([а, Ь]), сосrоящий ,и.з тр·ехчленов h:x-э---kx2+lx+· 
+т, где kEN+; l, mER . . Покажем, что каждая дважды 
непрерывно дифференцируемая функция f имеет в лю­
бой точке х0Е [а, Ь] опорный элемент h. В самом деле, 
трехч.аен h :х-+ -kx2+zx+m буде.топо·рным к f н ·точкех0, 
если оп удов.петворяет с.педующей системе: f (xo) -
-h (хо) =0; f' (xo)-h' (хо) =0; f' (x)-h" (х).~0 (ХЕ 
Е [а, Ь]) в.пи, то же са·мое, соотношениям 

-kx3 +lxo+1n= {(хо)·; 
-2kx0+1 ={'(хо); · . 

' 2k~-f" (х) при ХЕ [а, Ь]. 

Выписанная система разрешима, откуда и с.ледует 
наше утверждение. 
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Попутно отметим, что тем самым для f имеет место 
следующее, 1используе~ое в дальнейш·ем, представление 

f (х) = max ·[-k (х - у)2 -+- f' (у) (х - у)-: f (у)], 
а~у~Ь 

где k >О V max [- } Г' (у)). Впрочем, последнюю фор­
а~у~ь 

мулу нетрудно получить PI непосредст.венно. 

40.- Пространство И-выпуклых множеств. Пусть у_ 
полная струк·ту.ра, Х- подмнож·еСТ;ВО У, являющееся 
К-полулинеалом ·С сокращением (е·сли x+z=y+z, тех= у 
(х, у, zEX)). Пусть Н - полулинейное подпространст­
во в Х. В этом случае Р (Н) =Р (Н, Х, У) также являетсп 
по.лудинейн91м пространством с сокра1цением. · Поск~ль· 
ку Р.(Н) и ~ (Н) а"1геб.раичес1<Jи 1иаоморф.ны, то и 
513.(Н)- полул·инейное простра.нство с сокра1цением. 
Это об.стояте"1ь·с1iв-о позволяет, испоь11ьзуя обычную 
конструкцию, .котор.ая •п1ри~еняется ~.пя погруже-. 

ния полугруппы с со~ращен.ием в г.руппу \см., напри­

ме.р, [ 163]), пост,роить векторное пространс'Гво [523 (Н)] 
(соответственно, ( Р (Н)]), в кот·ором 523 ( Н) ( соответ­
ственно, Р(Н)) является с точ.ностью до .изоморфиз.ма 
воопрои.зводящим .конусом. П1ри этом двойственность 
Минков·скоrо -ра·с.пространяется до изоморфизма между 
[Р (Н)] и [~(Н) J. .Пространство [~(Н)] (и изом-орф­
ное ему [ Р (Н)]) называется пространством Н-выпук­
лых множеств. 

Проиллюст1ри1руем "высказанные утверждения па од~ 
нам т,ипичном и важном прим·ере. 

Пусть ( V, 11·11) - банахово пространство, У =Rv, 
X=Rv, H=V'. В этом с.т~учае (см. пример 2.2) Р(Н, 
Rv) состоит .из .всех непрерывных субли.нейных функuи­
она.лов, оп,ределенных на V, а ~ (Н, Rv) - из всех не­
~nу1стых 1выпуклых за~мКiнутых и О·Граничснных (в а ( V', V)) 
подмножеств nространс'Гва. V'. Как было показано в 
nр·имере 2.3, Р (Н, Rv) = Р (Н, С { V)), а ~ (Н, Rv) = 
=Ш(Н, С( V)), т. с. каждый фу11кuионал из Р (Н) = 
= Р (Н, Rv) .непрерывен (или, Чl'О то же самое, ограни­
чен), каждое множество .из 523 ( Н) =523 ( Н, Rv) ограпиче­
·но по норме (и, стало быть, компактно в a(V', V)). 

Пе.рейдем к построению пространства выпуклых 

множеств [523(Н) ]~ С этой uелью рассмотр.им множе.ство 
(~ ( Н)) =~ (Н) Х~ (lf) 1И введем в нем операции умноже-
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н,ия на ве1цественное число и сложение, положив 

J (ЛИ 1, ЛИ 2) , если Л.. ~О 
л (и 1, и 2) = t и 

(-ЛИ2, -Л.. 1), если Л..~О; 

( ( И1, И2) Е [i'(H)), Л..е:R); 

<И1, И2)-t- (и;, и;)= (и1 -!- и;, И2 +и;); 

((И1, И2), (и;, и;) Е [~(Н)]). 

3 а меч ан и е. В ~ра·ссматриваемом случае сумма 
Минковскоrо li -вылу,клых множеств совладает с их ал· 
гебраичеокой ·суммой. В общем· случае операция сложе-

ния .в ~ (Н)] определяется с помощью суммы Минков­
скоrо. ,...., 

Введем в [523 (Н)] отношения лредпqрядка ;;;::: и экви­
валентности ,.._, по.пож,ив 

(И1, И2) >(и;, и;)# И1 +и~=> И2 -г и;; 
(И1 , и2) ~(и;, и;)# и1 +и~= и2 -1- и;. 

(4.1) 

Искомое цространство выпуклых множеств [523(Н)] ,_,. 
определим как факт·ор-простра.нство [523 (Н)] ло отноше­
нию эк·вивалентности ~. Чтобы оправдать это опреде­
ление, покажем, что [523(Н)] содQржит восп~роиэводящ1ий 

кону.с, изоморфный Ш(Н). Условимся символом ( И1 , И2 ) 
обозначать элемент nрост.ранства [523 ( Н)], содержащий 
пару (И 1, И2). Совокупность .всех элементов ви:да 
(И, {О}) обозначим через [Ш(Н)] ...... Множест.во [523(Н) ]-
и я.вляется иекомым конусом. В са.мом де.пе, ото6раже­
.ние И-+( И, {О}) является изоморфиз1мом между 523 (Н) 
и [523(Н)]"'. Кроме того, [523(Н)]---р8(Н))-= 
=[523(Н)]. 

С помо1цыо той же конструкции можно построить 
прост.ра.нство [ Р (Н)], в котором Р (Н) является (с точ­
ностью до изоморфиз.ма) восцроизводящим конусом. Из 
теоремы Мин.ковского - Фенхеля следует, что отобра· ,...., 
жение <:р: [P(/f))-+ [523(Н)), определенное формулой 

<:р: (Р1, Р2) ~ (и Р1; и Р2), 
" 

я·вляется изоморфизмом .ве~кторных пространств [Р(Н)] 

и Р8 ( Н)] (здесь (р1, Р2) эл.еме1:1т пространства [ Р ( //)], 
содержащий пару (р1, Р2)). 



I-Iепосредсmенно из определения пространства 

[Р(Н)] вытекает, что его можно отож1д:ест.влять с век­
тор·ным подпространстrвом Р (Н)-Р (Н) 1простран.с1ша 
С ( V). Оно состоит .из .ваех функционалов, опред.еленных 
на V и представимых в ·виде разности двух непрерывных 
сублинейных. П1ри этом элемент (Р1, р2 ) отождествляет­
ся с разн.о.стью р 1-р2• Учитывая это отождествление, 
можно оказать, что отображение 

'Ф: (и Р1' и Pi) __.. Р1 - Р2 ( 4"2) 

является изоморфизмом векторных nространст.в [5В(Н)] 
и [Р(Н)). 

С помощью соотношения ( 4.1) в [5!\ ( Н)] естествен· 
ным образом вводится отношение порядка. Это отно­
шение соrласова1но с векта~рной структур.ой .и порожда-

еТtся конусом К~-{ ( U1, U2) е: [5!\ (Н)]: U1:::> И2}. 
В [Р (Н)] вводит·ся отношение порядка, индуцирован­
ное из С ( V); заметим, что это отношение порождается 
~конусом {se::[P(H)]:s(x)~O для всех xe:V}, ко­
торый является образом Кю при отображении 'Ф· Отно-
шение порядка, индуцируемое 1в К-nолул·инеале 5Б (Н) 
(соот,ветст~венно, Р(Н)) из цространства [5!\(Н)] (соот­
ветст.в·енно, [Р (Н)]), совпа~дает 1с имеющимся в 5Б (Н) 
(.со.отrве11ственно, 1в Р (Н)) .отношением порядка. Эт·о позво­
л.яет показать, что [5!\(Н)] и [Р(Н)] явля1отся К-лине­
алами. При это·м используется то обстоятель·ство, что 
~ (Н) 1и Р ( Н) ,суть К -vолул-инеалы, и следующее 

Предложение 4.1. Пусть Z - упорядоченное 
векторное пространство, причем любые два элемента 
некоторого воспроизtJодящего конуса L в Z имеют верх­
нюю грань. Тогда Z является К-линеалом. 

Для доказательства предложения достаточно заме­
тить, что для Л!QбЫх д.вух элементов х, ye:Z существует 
верхняя гра1нь (если Х=Х1-Х2, У=У1-У2 (х1, Х2; у1, 
Y2E1L), то xVy=[(x1+Y2)V.(Y1+x2)]-x2-Y2). 

Покаже·м, что [)D(H)] и [Р (Н)] ·суть К-ли1неалы ог­
раниченных элементов. Действительно, в качестве еди­
ницы в К-линеале [Р(Н)] можно взять сублинейный 
фу~нкционал 11 • \1, при этом каж.~дый элемент из [Р (Н)] 
ог.раничен; еди.н~цей в[)D(Н)) Я·вляется элемент (S,{0}), 
где S -.еди~н1и:чный шар пространства V' (этот элемент 
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отвечает функnионалу 11·11 при изоморфизме ,.р, опре­
деленном фо.рмулой ( 4.2)). 

В1веде.м в К~ли.неалах оrра1ниченных э.:тементов 
[Р(Н)] и [513(Н)] станд.артным способом .норму (см. 
Пр.иложение 1). Эта норма полн.остью определяет.ся 
упорядочением, поэтому порядковый изоморфизм про­
странств [Р(Н)] ~ [513(Н)] влеч·ет их тополог.ический 
изоморфизм (точнее го.варя, изоме'Грию). Таким обра­
зом, [Р (Н)] и [~(Н)] можно рассмат.ривать как разные 
реа.пизаuии одного и того же упорядоченного норм,иро­

ванног-о прост:ранст.ва. В с-вяз.и с этим условимся не раз­
личать эти пространст.ва и обозначать их одним симво­
ло.м [513 (Н)]. При рассмотрени;и пространства .выпуклых 
множеств одним символом б){дут обо,значень~" субл,иней­
ный· функuионал и отвечающее ему по двойственности 
Минков.ского опорное множест.во; одним символом бу­
дут обозначены разность -субл.инейных функuионалов и 
соответст:вующий класс па.р множеств. 

Та1к ~как простра1н~т,во [513 (Н)] является архи~м·е.з.о­
вым К-линеалом ограниченных элементов, то по теоре-

. ме Крейнов -. Какута,ни (см. П.р1ил-ожение I) найдется 
ко1мпакт Q такой, Ч'ГО попол,нен1и·е [SВ(Н)] изометрич110 
пространству С ( Q) всех непрерывных на Q фуикuий. 
Компакт Q описывается особенно цросто ,в случае, если 
V евклидово пространство. Остановимся на этом (наи­
более интересном д.пя нас .случае) более подробно. 
Итак, пусть Rn есть п-мерное ев·клидооо простран1ство 
(т. е. ч.исловое пр·остранство Rn с евклидовой нормой 
1 · 1). Еiдиничную сферу этог·о простра.нС'пва назы:вают 
сферой направлений и· обозначают через Zn. Из теоре­
МЪI Стоу.на - Вейе,рштрасса ·следует, чт.о в рас.сматр.и­
вае.мой ситуаuии компакт Q, о кот.оР,ом шла речь выше, 
совладает ео ·сферой Zn. Таким образом, [513 (Н)] реа"11и­
зует.ся ка i< плотное поднро.ст:ранство . в С (Zп). Эта реа­
.пизаuия заключается в том, чrо каждый э.пемент (яв­
.пяющийся по.пожпте.пьно однородным фу.нкuионалом) 
отождествляется со с-воим следом 1:1а сферу Zn. В даль­
нейшем, чтобы подче.р,кнуть это 'ОТОЖ1дест,в.пение, э"1е­
.мент [513(Н)] и его с.лед на Zn будут об.оэначать:ся од­
ной буквой; конус 513(Н) =515(Rn) - выражать·ся через 
~и, а пространство [~ ( Н)] - через [~п]. 

Отмет,им, что равен·с'Гво [mп] "С (Zn) соде~ржит из­
вестный в геометрии факт, что люба.я непрерывная на 
сппничной сфере функция может. быть ра1вномер.но при-
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ближена линейными комби·нациями с.педов опорных 
фун·кций на м1ножес11во Zn [25]. 

Это же равен.ство позволяет .выписать общий вид ли· 
нейного функционала в норм.ир.ова-нном пространстве 
[~n]. В са.мо.м деле, [~11]' ·совпадает с С' (Zn) = [С (Z11)] ', 
т. е. по теQреме Риоса - Маркова с точностыо до изо· 
метрии есть цространство (регу"11ярных) борелевских 
мер .на сфере Zn. Таки"1 образом, ог.рапичение линейно" 
го функционала над [~n 1 на ~nt т. е. линейный по Мин­
к.овскому функционал F над вылуклыми компактам1и, 
и.меет .вид 

F ( I) = \ f ( · ) dµ 
. i~ 

где µ нек.оторая .мера на ztl• 
Покажем, наконец, что равенство [~n] =С (Zn) nо­

звол яет ·Пр·ив:ести простое доказатель·ство ( оонованпое 
·Н~ тооре:м;е Арцела -Асколи) известной теореУiы выбо­
ра Бляш·ке. 

Предварительно отметим, что для ограниченного 
сублинейного -функционала р, опреде"11·енного .на норми­
рованном прост,ранстве V1 справедливо соотношение 

lp(x)-p(y) 1 ~llpllllx-yll (х, YEV) 

(здесь llP:I = suplp(x)I)· 
\ IJXl\<l 

Доказательство прu.ведспного соот.но.шения следует 
нз нера1венств " 

р (х) ~р (х-у) +Р (у); р (у) ~р (у-х) +Р (х). 

Т е о .р е м а . Б л я ш к е. Конус ~n локально ком­
пактен. 

Д о к аз ат ель ст в о. Пусть Qc~n и sup \iPil == С < 
рЕ.0 

< +оо. Бели х 1 , x2EZn, то Для pEQ имеем 

) Р (xi )-р (х2)) ~ llp]I Нх1-х211 ~ Cllx1-x2B, 

откуда следует равностепенная .непрерывность множест­

ва Q. для за.вершения доказательства достаточно со­
слаться на теорему Арцела - Асколи. 

5°. Сопряженн·ые функции (схема Фенхеля-Моро). 
В при.мере 2.6 было отмечено, что множество всех опор-
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ных к выпуклой функции f, определенной в локально 
выпуклом прост.ранстве V, мож·но рассматривать .как 
,наr.щflрафик сопряженной к f функции f* (~которая опре­
делена в V'). Теория сопряженных выпуклых функций, 
разработанная Фенхелем и Моро и разв·итая Рокфелле. 
ром и др., иг.рает важ.ную роль в выпуклом анализе. 

Оказывает.ся, что многие результаты этой теари.и име1от 
в своей основе Н-:выпуклость. 

Пусть Q и Н - 1некоторые множества. I-Ia прямом 
произведении QXH оп;редслим конечную функцию 
(х, h) -+ (х, h). Сч,итаем, пр,остоты ради, чт.о для любых 
Х1, X2e:Q найдется he:H такое, что (х1, h)+(x2, h); для 
любых h1, h2e.H ·найдется xe:Q Таiкое, что (х, h)+ 
'=/=.(х, h2). (В дальнейшем JИзлаrаемы·е ,результаты, ·В.КО· 
торых не И·ополЬ'зова!НО эт.о лредположен~ие, будут упо­
тр·ебляться без дополнительных оговорок). П:ри фиюсИро-

ва.нном he:H функция h: Х-+ (х, h) входит в RQ. При - ..... 
этом если h1 '=/=h2 , то h1 =l=h2• В дальнейшем оrождеств-- -ляются элемент h ·и функция h и обозначаются одной 
букв.ой h; тем са.мым считается, что Н вложено в RQ. 
Таки.м же образом Q мож1но ра·ссматривать, ка.к под­
множество Rн. (Подобное отождествление уже рассмат­
р,ивалось .в nу.нкте l 0 при изучении м.ножест.в, вы\пуклых 
по Фа1ню.) 
· Напомним, что через XQ обозначается К-полулине­

ал, состоящий из всех функций f:Q4-- (-оо, +оо) л 
фу:н.кции -оо. Ус.по.вимся, что ·оимволо.м L01 будет 
обозначена алгебраическая сум,ма в R'l множества L, 
содержащегося в Rt4, и прям.ой (Л 1) l\eR (~как обычно, 
1 :x4- l (xe:Q)). . 

Перейдем к определению сопряженных функций. 
Пусть fe:XQ. Функция f*, определенная на Н формулой 

f * : h -> sup ( h ( х) - f ( х)) 
xE:.Q (= sup ( (х, h) -f (х))), 

xE:.Q 

называется сопряженной (точнее, н ... оопряженной) к f 
функцией или Н-преобраэованием JОнга функции f. 

Непоср1ЕЩ1ств·енно из определ·ения вытекает, что f*ЕХн. 
Кроме того, для he:H и xe:Q имеет место неравенство 
Юнга 

f* (li):;;;:: h (x)-f (х). (5.1) 

Спр а.ведливо 



Предложение 5.1. Для любой fe:XQ функция 
f* является Q01-выпуклой (т. е. f*eP(Q01, Хн~ 11.н)· 

До к аз ат ел ьс тв о. Для любого xe:domf рас­
омотр1им фуюкц~ию Ух :Н -+R, оп\р·еделеНrную ра:венст.вом 
Yx=x-f:(x) 1. Соsоку~пность :всех фуlНк·uий Ух, где 
xe:dom f, обозначим через И. Ясн.о, что UcQ 0 1. Для 
he:lf имеем 

f* (h) == sup (h (х)- f (х)) = sup ( (х, h) - f (х)) = 
XE.Q ХЕ dom f 

= · sup (х - f (х) 1) (h) = sup Ух (h). 
XEdOm f YxEU 

Предложение докаэано. 
* * П р е д л о ж е н и е 5.2. Если f i ~ f 2, то f i ~ f 2. 

До к а з а тел ь с т ·В о. Очевидно. 
Так как f*е:Хн, то ·имеет :СМЫ·СЛ го.вор.ить о Q-сопря­

женной к f* функци.и f** = (f*) *. Из определения сап" 
ряж.енной функц~ии следует f** (х) = sup (х (h) - f* (h)) 

· hEH 
( = s~gL<x, h) -f* (h))· 

Функц1ию f** .будем называть второй сопряженной к f. 
п· р ед л о ж с н и е -5.3. И Аtеет место неравенство 

f~f**. 
Д о к а з а те л ь ·С т ;в о. В .силу ( 5 .1 ) f ( х) ~ ( х, h )­

-f * (h), а .потому 

f (х) > sup ((х, h)- f* (h)) = f**(x). 
hЕН' 

Те о 1Р ем а Фе н х ел я - Мор о. Функция f из XQ 
является Н 0 1-выпуклой в том и только в том случае) 
если f=f**. . 
Д ·о к аз ат ел Ь·С тв о. Если f=f**, то на основе 

предложения 5.1 f ЯIВЛЯ·ется Н 0 1-выпуклой. Пред.по" 
ложим теп·ерь, что f Н 0 1-вы.пукла. Тогда найдется 
nодмножесТ1в.о И множе~ства Н 01 т.акое, чт.о f = sup g. 

geU 
Пусть ge:U, g=h+al. Тогда f~h+alипoтoмyf*(h)= 
=sup ((х, h)-f (х,)) ~-а, откуда .следует, что f** (х) ~ 
h (x)-f* (h) ~h (х) +a=g(x). Таким образом,f**>suр g, 

geU 
т. е. f** ~f. Обратное неравенство вытекает из (5.1). Тео­
Р·ема док::~.зана. 

45 



• 
1Пу~еть fe:XQ и И1= {ge:H 01 :g~f}. Введем в рас-

смотрение функцию сон01f: х ~ sup g (х). 
gE:..U, 

Фун1<-

ция сон0 1 f является Н G 1-выпуклой. Более того, СОн0 1 
/-наибольшая Н G 1-!Вы.пуклая фуакция, м1инор.ирую­
щая f. Отсюда следует, в ча.стно.сти, чт.о равенств.о 
f =·СОн01 f сnраведЛ!И'ВО В ТОМ 1И ТОЛЬКО .В ТОМ ·случае, ес­
ЛИ фу.нкция f я1Вляе11ся Н 01-вышу~клой. 

П 1р е дл о же ,ни е 5.4. Для любой функции fe:Xt.i 
выполняется равенство f**=,coн0 1f. 
До к аз ат ель с·т.в о. На оенове предложений 5.1 

и 5.3 фу~нкция f** являет1е:я Н 0 1-вынуклой и удовлет­
воряет нера1венству f** ~f; поэтому f** ~ сон01 f. Из ~не­
равенства f ~·СОн01 f ~получим, при.меняя предложение 5.2 
и теорему Фенхеля - Моро, что f** ~СОн01 f. Предложе­
·ние доказано. . 

Пр едл о же Н·И е 5.5. Пусть (f...,)v'Er семейство 

функций из XQ. Если inf f v Е XQ, то 
'\'ЕГ 

( inf f v)* = sup f;; 
'\'ЕГ '\'ЕГ 

кроме того, 

(sup f v)* ~ COQ01(inf f;)· 
VЕГ '\'ЕГ 

(Здесь грани вычисляются в структурах Rq и Rн). 
Д о к а з а т ел ь е- тв о. Пу.сть he:H. Тоnда 

(irif f "i)* (h) == sup (h (х)- inf f "i (х)) ·= 
VЕГ xEQ '\'ЕГ 

;;::.... su р (h ( х) + su р ( - f v ( х )) = 
xEQ "iЕГ 

= sup sup (h (х) -f v (х)) = sup sup (h (х) - fv (х)) = 
xEQ VЕГ '\'ЕГ xEQ 

. "' = sup f v (h). 
ver 

Отсюда и следует лер.ваи часть утверждения. Для дока­
зательства второй части заметим, что sup f v > f vo для 
"'(оЕГ, откуда (предложение 5.2) f; 0 > (s~p fv)*, т. е. 

inf f; > (sup fv)*· Используя предложения 5.1, 5.3, 5.4 
'\' '\' . 
и теорему Фенхеля - Моро, получим, что COQ01 inf f;;?; 

'\' 

;?;( s~p f v )*. Предложение доказано. 
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В. теор.ни: еоп·ря:ж~нных вы1пу~клых функций :ваЖ~ное 
значение имеет ПОНЯТIИеfКОНВОЛЮЩИ·И (сверТЮИ) двух функ­
ций. Это объя·с.няе1'1Ся, в част.ности, тем, что ·именно с 
помощью коноолюции у1да·е'Гоя описать соnряжен.ную к 
сумме двух функций. Заметим, что IКОН.волюция двух вы­
пуклых фун·кций имеет простой rеометр1ичооюий смы·сл: 
она ·совп~ает с функцией, надграфИJк ~оrорой порожден 
су1М1МОЙ надnра1ф.ИКQ\В 1И•СХ1ОДНЫХ фу!НКЦИИ. . 

Перейдем к определению· конволюuии в рассматр.и­
вае:М"ой .аит.уации. Будем считать, что Н - конус в RQ. Рас­
смотрим Q как ПQДмножество nростра·нства Rн и через 
Со ( Q) обозначим коническую оболочку Q ·в R11

• (Если 
Q - -кону.с и Н состоит из аддитивных .и положительно 
о.дн.ородных на Q фун1кций, то Co(Q) =Q.) Каждый э~11е­
мент he.H порождает функцию n, определенную на 
Co(Q) по формуле n: Z-+-Z(h). Функция n является 
распрост,ранением на Со ( Q) функции h, определенной 
на Q; поэтому в :Л.альней.шем фуrнкция n будет обоэна­
чать·ся тем же си.м.волом h) что и порождающий ее эле­
мент. Каrк cлie;llyeт не·посредственнояз определения, фун1к­
ция h ·аддитивна и положительно о~нородна на Co(Q). 

Пусть fEXQ. Введем в рассмотрение функц~ю 
r EXco(Q), по.пожив д.пя ze"Co( Q) 

f(z)={f(z) 
+оо 

ZEQ 

l_:!етрудно проверить, что Н-с;.опряженная к f функ­

ция f* совпадает ·с Н. "'iсопряженной к f фун1кцией f *. 
Конволюцией фу1нкций f 1 и f 2 иЗХQ назовем функцию 

f1+f2, определенную иа Q по формуле 
. 

f i + f2:х-ъ- iпf (fi (х 1) + '2 (х2)). 
х1 +х,=х 

X1,X1ECo(Q} 

Естественным. образом определяете.я rКОНВОЛЮЦИЯ 
п 

~ · f t = f 1 -\- f 2 -+- ... ~- f п конеч.поrо числа функций. 
i=l 

И1м1еет место 
Предложен не 5.6. Если ftEXQ (i ·1, 2, ... , п), 

ТО 

( 
п )* tt ~· fi = ~ ,; ; 
i=i i=i 
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Предложение доказано. 
За м·е ч а н1и е. Еслrи функции fi (i= 1, 2, ... , п) Я1В­

ляюТ'ся Н 0 1-вы;пуклыми. то,· ка:к следует из доказа-

тельет.ва, {± !1)* = COQ01 { ±· 1;). Представляет ин-
~=t \i=l 

терес выяоilfить, в каком случае Q01-.вы·пукла функ-

ция !i· f i• т. е. когда справе~дливо равенство ( ~ f i)* = 
i=1 t=l 

п 

== ~· f;. П1риведем результат, гарантирующ~Ий (npiИ нe-
i=t 

которых цредполо.жениях топологическ{)ГО характера) 
спrра!ведливость этого равенства для (обычных) выпук­
лых функций. 

Те о р е м а М о .р о - Р о к ф ел л е р а. Пусть f 1 и 
f 2 - выпуклые функции, определенные в л. в. п. V. Е ели 
dom f 1ndomf2 +0 и хотя бы одна из функций f1, f2 не­
прерывна в некоторой точке Хо Е dom f 1 n dom f 2• ТО 

• • • 
(f 1+f2)* = /1 + f 2• 
Д о·к аз ат ель с ТIВ о этой теоремы см., например, 

в [71]. 
~l1рiимени;м а1ппарат сопряжен.ных функций для и.с.сле­

дова.н.ия Н-.выпу1клых ~множеств, т. е. элем·ентов Y!J(H, XQ, 
llQ). ( 

Пу1сть Uc::::.H. Дл.Я h~H nоJ1ож-и1м 
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Функция бu называет:с.я индикаторной функцией мно" 
жества U. Для xe:Q имеем 

* 6u (х) = sup (h (х) - 6u (h)) = 
he.H 

= sup (h{x) - 6u (h)) = sup h (х) ~ (sup И) (х) = Ри (х). 
хе dom iJu he.u 

Таким об.разом) 
... 

би = Ри· (5.2) 

П,редложение 1.3 удобно переформулировать в тер" 
минах ин~икаторной фу.нкдии. И1меет месJ10 
Предложен 1и е 5.7. Подмножество И в К-полу" 

линеале XQ является И-выпуклым в том и только в том 
случае, если для любого h'E. И выполняется 6~* (h') >О 

До к аз а тел ь ·Ст в о. Иопользуя (5.2), !Имеем для 
h'·EH 

6~* (h') = sup (h' (х) - sup h (х)). 
, xe.Q he.U 

Привлекая предложение 1.3t получим требуемое. 
Следующая теорема о:ттисывает связь между И-вы­

пуклыми ·м.ножес.твам1и .и Q01"выпуклыми функция-м·и. 
Теор е ·м а ·5.1. Подмножество И множества Н яв­

ляется Я-выпуклым. в том и только в том случае, если 
найдутся функция fEP (Q01, Хн) .Rн) и число с та­
кие, что И= {h·E.И:f (h) ~с}. 
Д 0 1к аз ат ель ст-в о. ( 1). Пусть И есть Н·выпук­

лое множество. Используя предложения 5.3 и 5.7) име-

ем 6 ~· (h) >О) есл:и hEU; 6~* (h) ~О, еслй he: И. Оста-
** лось заметить, что функция 6u я·вляется Q 01··вы-

... 
пуклои. 

(2). Пусть f является Q 01-выпукл.ой и И= {hе.И: 
f(h) ~с}. Су1ществует лодмножес-гво V ·множества 
Q01 та!Кое, что f.(h) = sup h (у)' (hEH). Пусть h'EU. 

gEV 

Для некотороrо yEV (где у=х+а.1; XEQ) оказывается 
у ( h') >с) т. е. х ( h.') > с--а. Для всех hE И имеем 

х (h) +а~ sup h (у)= f (у)~ с. Для ·завершеН1Ия. доказа-
• ye.V . . . 

тельства необходимо сослать·ся на nредлоЖ:епис 1.3. 
В заключение прmедем несколько п·р·имеров и~споль­

зовани1я техни·к~и оопрlЯЖ·енных фун~кций. Пtри этом бу~дем 
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считать, что множество Н уже реализавано как Подмно-
жество 11.Q. . 

Пример 5.1. Пусть h - выпуклая функция на отрез­
ке Q= [а, Ь]. Построим преобразование Юнга по лучу 
fl =•(a../i) а;.;а.О ДЛЯ фуНКЦИИ f : Х-+- Х. 

Так как выпуклая фунrкция достигает максимума в 
rранич•ных точках от.резка, то 

/*(а.)=- /~ (ah) = max (a..h (х) -х) = 
а<.х<.Ь 

= (a..h (а) - а) V (a..h (Ь) - Ь). 

Если /i(a) ~h(b), то a..h(a)-a~a..h(b)-a~a..h(l?) -Ь. 
Следовательно, /',,.(а.) =a..h(a)-a, откуда 1выте·кает. что 

/**-(х) = sup (а (h (х) - h (а))+ а)= а. 
а.:;;, о 

Пусть /z(b) >h(a). Тогда 

{ а. (h (х) - h (а)) -+ а. 
/.** (х) = sup 

· Ь-а 

О~ а~ h (Ь) - h (а) 
а.~о а.. (h (х) - h ( Ь)) + _ь. Ь-а 

а..> h(b)-h(a) 

Отсюда Сvlед'уст, что в да.Н!НОМ случае 

/
** ( ) _ V Ь (h (х) - h (а)) - а (h (х) -· h (Ь)) 
Х-а. h(b)-h(a) • (5.3) 

Из полученного соотношения вытекает 
П р е д л о ж е н и е 5.8. Класс Р ( Н 0 1) (где Н · 

=·(a..h)a;.;.o. hE.R[a. ь 1 ) совпадает с классом выпуклых не· 
убывающих функций• в том и только в том случае, если 
h - аффинная возрастающая функция. 

До к аз ат ель ст в о. Сначала h- аффинная воз­
ра.стающая фун1кция. Тогда Н 0 1 ·выпуклые функции 
выпу~кды и не убывают; с другой __ стороны, 1 являе~ся 
Н 0 ~"выпуклой функцией, следовательно, .пюбая не­
убывающая вы1пуклая функция Н 01 ·.выпукла. · 

Пусть теперь каждая Н 0 1·выпу.клая функция яв­
.пяется неубывающей -выпуклой фу•пкцией .и, наоборот, 
каждая неубы.вающая выпуклая функция Н 0 1-выпук· 
"1а. Тогда, во·первы·х, h - выпуклая .неубываю1цая фу~№к­
ц~ия, причем h(b) >h(a), и, .во·вторых. / является Н01-
выпукл.ой функчией. Из теоремы Фенхеля - Моро еле" 
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дуетt что /** · /. Применяя формулу (5.3), имеем 
(b-a)h(x) = (b-x)h(a) + (x-a)h(b) для. всех х из 
[а, Ь]. Таким образом, h - аффинная функция. Пред"' 
ложение доказано. 

Пример 5.2. Пу.сть Н - .некоторое .множество ·конеч­
ных фун.кцийt определенных .на Q, и f, g суть Н ~} I "вы­
пукльrе фуикци.и. Из тео1ре)'IЫ Ф·енхеля - Моро еле· 
дуетt что ра.венство f* и g* влечет раве.нство функций 
f .и g. Иопольэуя это о6с.тояте.пь.ство и пример 3.5, легко 
проверить спра.ведли.оость следующего утверждения. 

Пусть f, gEC([a, Ь]), где а>О. Если для любых 
чисел k, l (где k~O, /~О) выполняется соотношение 

sup (kx2 -+- lx - f (х)) = sup (kx2 -+- lx - g (x))t 
хе[а.Ь] хе[а.Ь] 

то f=g. 
Пример 5.3. Пусть, как и выше, Н - некоторое мно" 

жество конечных фу.нкцийt определенных .на Q, и fEXQ. 
Величину f* ( h) .назовем полууклонением f от h. Естест" 
венно поста1вить 1Вопрос об опреде.пени1и функции, ко­
торая дала бы наи1м·еньшее полууклонение от данной 
фун.кции f среди всех эл~мент.ов hEH. П.режде всего, 
попытаемся вычис.пить inf sup ( h (x)-f (х)). Предпо.по-

hен xeQ 
жи1м, что сущест:вуе·т точка x0EQ та1каяt что h (х0 ) =0 
для· всех hEH. Тогда 

• 

inf sup (h (х) - f (х)) = inf f* (h) = - sup (- f* (h)) = 
h х h . h 

= - sup(h (х0) - f* (h)) = - f** (хо)· 
h 

В частности, если f есть Н 0 1 -выпуклая функция, то 

inf sup (h (х) - f (х)) = - f (х0). (5.4) 
heH xeQ 

Предположим, что inf .в форм.уле (5.4) реализуется 
на некоторо·м элем.енте hoEH. Тогда h0+f (хо) I ~f и"кро­
.ме того, f (хо) =;(ho+f (х0) I) хо) (т. е. фун1кция h0+f (хо) I 
является опQрной к f в точке хо). Нетрудно лроверить, 
что и наоборот, если элемент /io+a.1 м.ножества Н01 
опо.рен ·к f •В точке Хо (т. е. ho+a.t EV1 и (ho+a.1) (х0) = 
=f(x~) ), то функция h0 реал.иэует и.нфи.:\~lум1в (5.4). Итак, 
необходимое и достаточное услов.ие существования эле­
·мента, наименее полууклоняющегося от н 01-выпук­
лой функции f t заключается в том, что найдется функ-
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ция ge.H 0 1, опо~на.я к f в точке х0• При этом g и яв­
ляется реш·ением задач·и. 

0Т~метим, что имеет м.есто 
П ,ред ложен и е 5.9. Пусть отрезок [а, Ь] содер· 

жит нуль, а Н 0 совокупность всех конечных функций h, 
определенных на [а, Ь] и обладающих тем свойством, 
что h(O) =0. Пусть, далее, f- полунепрерывная снизу 
функция, определенная на [а, Ь] и принимающая конеч­
ные значения. Найдутся вещественные числа k и l, при· 
чем k ~О, такие что . 

iпf sup (h (х) - f (х)) = sup (kx2 + lx - f (х)) = - f (О). 
hE.H0 xEla,b] хе[а,Ь] 

Если, кроме того, f выпукла, то можно считать, что 
k=O. . 

Пример 5.4. Пусть h - непрерывная возрастаJQщая 
фу.нкция,- определен1ная на [О, +оо), прич·е~м множеСТ1Во 
внач·ений фуюкции h та.кж·е ~со.впащает с [О, .+оо). По­
ложим Н= (a.h)Ct.;;.o 1и рассмотрим .множест.во Q функ­
Ц~ий, .определеН~ных .на Н и Jiорожденных точка.ми .из об­
ласти опре1деления h. (Другим'и 1словам·и, Q состоит из 
функциЦ x:a.h~a.h(x), где ХЕ[О, +оо)). Отождеств" 
ляя Н с R+, получим, что Q состоит из всех линейных 
неубывающих функций, определенных на [О, +оо). От­
сюда следует, что Мt~ожество Р ( Q01) состоит из всех 
выпуклых неубывающих функций, определенных на [О, 
+оо) (и прrинимающих, ~возможно, бесконечные з1наче-
ния). · 

Йз теоремы Фенхеля-Моро и предложения 5.1 еле" 
дует, что gEP ( Q0 l) в том и только в том случае, если 
g= f* для некоторой .функции feXQ (здесь* оз.начает 
Н-цреобразо.вание Юнга). Таким образом, множест:во 
всех функций, являющихся И-преобразованиями Юнга, 
tне ЗаiВИСИТ ОТ h (Од'На1КО IКЛаСС 801-.выпуКЛЫХ функ­
ЦИЙ от h, безусловно, зависит). 

Из изложенного также следует, что функция f яв­
ляется Н01-выпуклой в том и только в том случае, 
если найдется выпуклая неубывающая функция g та­
кая, что 

f (х) = sup (a.h (х) - g (а.)) = g* (h (х)). 
а."?0 

Здесь * - это «обычное» nреобразова~Н·ие Юнга (по л.и­
нейным функциям). 
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6°. Некоторые приложения теории сопряженных вы­
пуклых функций. Теория сопряженных выпуклых функ­
ций была ·развита в основном для исследования выпук­
.гrых экстремальных зада(I. Ограпн[zнмся лишь тем, что 
наметим схему ~этого исследования (под:робная реали­
зация .схемы· пр.иведена, напри.мер, в [69]). 

Рассмотр·ИМ л. в. п. V, в котором введено отношение 
предпорядка с помощью замкнутого конуса К. Пусть 
S - пекото·рое множество, А - отображ·ение S в V и 
(р - конечная фупкrrия, определенная на S. 

Р а•ссмо'Грим ·Следующую задачу (А 0). Найти 
iпf {<p-(s) : sES, А (s) ~О}. 

Для иоследования этой конкрет.н.ой задачи удобно рас· 
смотреть аем·ейст·во задач (А:.:). Найти 

iпf {ер (s) : sES; А (s) ~х} (хЕ V). 
Элемент sES называется допустимым для задачи 

(Ах), если А (s) ~х. Сеть (sд)Аел называется почти 
дoпycтil.Jt,toй для этой задачи, есл.и найдется сеть (хд)м::л 
где X1EV, х,_~х при всех ЛЕЛ и As1..-x"~o. Для ·каж­
дого ХЕ V пол.аж.им . 

M(x)=inf{ep(s) :se::S; A(s)~x}; 

т (х) = inf lim tp (sд)· 
(Sд) А 

(Здесь iпf вычисляется по всем почти допустимым для 
задачи (Ах) сетям.) 

Величина М"(х) назЫtваеrея значением задачи (Ах), 
а т(х)-слабым значением за~дачи. Задача (А:.:) •назьi­
вается корре"тно поставленной, есл.и М (х) = т (х). (Я<> 
но, что в.сегда М (х) .~т (х).) Можн.о показать, что функ" 
ция т: х -+--m(x) является (нижним) за.мыканием функ· 
ции М: х~М(х). 

Пред1полож.им, что MEXv 1и ,выч1ислим функцию М*, 
с.оцряжеппую к М .. (Будем считать, что Н совпадает с 
пространством V', сопряженным к V; в этом ·случае 
Н-преобразован-ие Юнга .называется просто преобразова" 
нием Юнга.) И·меем для hEV': 

М* (h) = sup (h (х) - М (х)) = sup (h (х) - inf ер (s)) = 
х х ses, 

A(s)~X 

= sup sup (h (х) - ер (s)) = 
х seS, A(s)>x 
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Положшм 

Тогда 

= sup sup (h (х) - <р (s)) = 
sE.S хЕ.\1 , x<A(s) 

f + :ю если h Е К* 
= 1sup (h (А (s)) - ч1 (s)) если h Е К*. 

\l'E.S 

1Р (h) = inf ((р (s) - h (А (s))) (h Е К*). 
sES 

м~(h)={+00 
-ф(h) 

Во мнqгих задачах замыкание т функции М вы­
пу1кл.о (это можно гарантировать, если (А 0)- выпуклая 
задача, т. е. если S- выпуклое множество в векторном 
пространстве, <р - выпуклая функция, а оператор А 
вогнут (т. е. А (as 1 +~s2 ) ~аА (s1) +~А (s2); (а, ~>О; 
a+~=l)). 

Предполагая, что функция т .выпукла, и используя 
предлож·ени.е 5.4, буде.м иметь 

М (х) = т (х) = М** (х) = sup (h (х) + 'Ф (h)). 
h~O 

В частности, 

М (О)= т (О)= sup 'Ф (h). 
h>o 

РассмоТjрИt!\1 слмующую задачу (D). Найти 

N =. sup 'Ф (h). 
h'>O 

(6.1) 

Задача (D) назы·вается двойственной к задаче (Ао), 
число N называется значением задачи (D). Таким об­
разом, если функция т выпу,кла, то слабое Значение за­
дачи (Ао) ·сов~паtдает со значением задачи (D). Если, 
кроме того, задача. (А 0) коррект.но п.оста1влена, то зна­
чение М (О) задачи (А 0 ) ·совпадает со значением двой­
ственной задачи (D). Это утверж.дение иногда называ-
ют теоремой двойственности. · 

Из форму.пы (6. l) и определения функции 'ф Сv1едует, 
что 

т (О)= sup inf (ер (s) - h (А (s))). 
h~O sE.S 
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С другой стороны, из соотношения 

{ 
Ф (s), 

sup (<р (s) - h (А (s))) = 
h~O . +оо, 

следует. что 

если А (s) Е К 

если A(s) Е К 

М (О)= inf sup (ер (s) - h (А (s))). 
sE.S h~O 

Та1ким образом, если задача (А 0 ) корректно поставле­
на, то д~т~я фу,нкции Лагранжа L (s, h) =<p(s)-h(A (s)) 
.этой задачи имеет моста «теорема о минимаксе» 1 : 

inf sup L (s, h) = sup inf L (s, h). 
sE.S h ~ О h ~ О sE.S 

. 
Ра.ссмоТ~рим некотQрые приложения теории сопря-

жеаных функuий к изучению поляр. 
Пусть И - непустое подмножест.во л. в. п. V. Как 

известно, полярой И назы1в'ается множество uo ·в · про­
стра~ст~ве Н= V', определяемое формулой U0= {hE 
ЕН: h(x) ~ 1 для всех xe::U}. Нетрудно проверить, что 
поляра U0 это выпук.п:ое, замкнутое в a(V', V) :vrноже· 
ство, содержащее нуль. С м.ножеством И связывают три 
фун:кции: индикаторную бu, · напомним, что б[г(х) = 

{
О х Е И · 

= . - ; калцб ровочную ( Минковского) µu 
-;-ooxEU 

{ 
о Х=О 

µu (х).= inf {Л>О: ХЕЛИ} х*О, 

заметИIМ; что dom µu==Co(U); наконец, м.ножеству -rU 
отвечает функци.я Ри (.оnределеиная на Н формулой 
Ри (h) = sup h (х)). Если U - выпуклое и замкнутое мно-

хЕИ 

жество (т. е. ii·выnуклос :\1ножество), то сублинейныii 
функционал Ри назы.вается опорной функцией И. 
(Напомним, что само И назы.вается множество.м опор­
ных к Ри·) 

Поляра множества И про.сто описывается в терми­
нах функционала pu; из определения вытекает, что uo= 

1 Этот результат иногда называют теоремой о седловой точке I:Iли 
теоремой· Куна - Таккера. 
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={liE.H:pu(h)~l}. Так как (см. формулу (5.2)) 
• Ри = бu, то 

U0 = {h Е Н: li~(h)<l}. (6.2) 

П р ед ложен и е 6.1. (Формула двойственности 
калибр~вочных и опорных функций.) Если Uc::.H, то 

бu• = µu; если, кроме того, OE.V, то li~ = µuo 
Д ·О к аз ат е .п ь ст в о. ( 1). Для hE.H имеем . 

µ~ (h) = sup (h(x)- µu (х))= sup (h (х)·- inf Л) = 
xev хЕС o(U) '->О,хеди' 

= sup (h(x)-Л)=sup sup (h(х)-Л)= 
(x,1.,):i.>0,XEi.U '-'>О xeiu 

{о h Е u0
} = sup (Лsup (h (х) -1)) = __ = liu,(h). 

'->О xEU + оо h Е UO 

(2). Пусть OE.U. Jorдa Ри(h) ~О для всех hE.H. По· 
этому, используя (6.2), для h=f=.O ИiМеем 

µи• (h) = inf {"'>о: { Е и0} = 

= inr{л>o: 11Ч-}),.;;; 1}= inf !А> о: б~(h) .;;;;:лJ = 
* = liu (h) . 

• В то же время µuo(O)= liu(O) _:_Q, П.редо11ожение дока-
зано. 

Предложение 6.1 показы.вает, что ноо11яры можно изу­
чать с помощью сопряженных функций. В каче.стве ил­
лю.страции приведем следующее 

Пр е дл ожени е 6.2. Пусть Uc::.V. Равенство 
u00= И справедливо в том и только в том случае, если 
И выпукло, замкнуто и содержит нуль. 
До к а з а тел ь ·Ст в о. Нетрудно проверить, что вы­

пуклость и замкнутость И э.ювивалентна выпуклости liu; 
•• поэт-ому если И выпукло и замкнуто, то liu = бu. Есл·и, 

• • ... * 
.К;роме того, OEV, то бu = µuo; поэтому liu = µuo=liuoo, 
т. е. И= u00• Обратное очевидно. · 

Отметим, что имеет ме.сто 
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Предложение 6.3. Если И1, И2, 
пуклые множества, содержащие нуль, то 

(здесь положено о и~ = n ли~\. 
А.>0 ) 

. . . ' Иn-ВЫ-

' До к а э а т ел ь ст в о. Не11рудно проверить, что 

п • 

д( п ) = ~ бu .• 
~ и. i=l i 

Поэтому (предложения 5.6 и 6.1). 
• 1 t i= 

. 
С другой стороны, (б( ,,, ))* = µ( п )о. Итак, 

1: Ut ~ Ut 
i=l i=1 

п 

µ( п )о = ~ µио· ,, и. . 1 . 
~ i i= i 

i=l 

Это равенство означает, что 

( ~ иi)о = {h Е Н: .~ µ ~(h) ~ 1}. 
i=I i=l U t 

• 
Учитывая, кроме того, µ 0 (h) >О, нетру_ц,но убедиться в 

ui 
сп.р а,ведливости предложения. 

Приведем два примера. 
Пример 6.1. Пусть К - конус в пространсmе V. Тогда 

К0=-К*, кроме того, 

{ 
О хЕК} 

~t}((x) = +оо х Е К = бк (х); 

Рк = б~ = µ-к• = б.-к•· 

Пример 6.2. Пусть V -~нормированное прост·ранст·во. 
S - единнчный шар в V. Тогда µв совпадает с нормой 
в V, а Ps . б; = µso - со стандартной нормой в V'. При 
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этом поляра s0 совпадает с единичны.м шаром про­
странства V'. 

7°. И-вогнутые функцИ'и. Пусть V локально выпук" 
лае пр.острансТtво. Функция f : V-+- R называется вогну­
той, если функЦ~ия -f вы.пук.па. J1.сс.л·едова·н.ие вогнутых 
функций сводится к изуч·ению .выпуrклых фу.нкций. Опи­
шем некоторые простейш.ие свойства воГtнутых функций 
с те.м, чтобы ввести соответствующую тер.минологию. 

Пр.и изучении вогнутых функций вместо надграфика­
фун.кции у~добнее оnе~рир·овать ее подгра.фиком. Если 
f : V ~R, то по определению подграфик hyp f есть мно­
жес~во {(х, Л)e:VXR~-Л~f(x)}. 

ПодГ~рафик hyp f замкнут в том и только в там слу­
чае, если f полунепрерывна с_верху. В ·связи с этим, по­
лунепрерывные сверху функции .называются замкнуты­
ми сверху (или, если это не вызовет недоразумений, 
просто зам1кнутыми). Из определения следует, что f во­
гнута в том и толь·ко в том случае, если ее подграфик 
hyp f является замкнутым, .выпуклым и нецилиндриче­
ским .множеством. Если, кроме 1юго, hyp f- конус, то f 
назы.ва.е~:ся суперлинейным функционалом. Суперлиней~ 
.ность f зкви~валентна сублинейности -f. 

Из теоремы Херман.zi.ера следует, что функция f во­
гнута в том и только в том случае, если она является 

поточечны.м инфиму.мом (нижней огибаю1цей) некото­
рого множе.с.11ва афф.и!няых функций; функци·она.п f су­
перлинеен в том и только в том случае, если он являет­

ся" поточечным ин.фиму .. мqм некоторог00 м.но}ксства ли­
·неиных фун·кционалов. 

Естест.венны:м об.разом мож·но в-вести в рассмотре­
ние Я-вогнутые элементы (функции) и множества. 
В об.означениях пункта 1° элемент рЕХ .назовем Я-во­
гнутым, если найдет.ся .-множество И из Н такое, что 
р= iпf И. (Считаем, что наибольший элемент +оо 
структуры У -не 1вхо~ит в Н.) Множество ИР · {hE 
е:Н: h;;:з::,р}, rде ре: У, по аналоги1и ·СО случаем Н-.выпук­
л.ости, называется множеством опорных 1К р, а его эле­

менты - опорными к р. (Такое 1смеu1ение, терминов 1не 
приведет к пута·н1ице.) П·одм·ножество И м.ножества Н 
называется Н-вогнутьtм, если оно является множеством 
·Опорных к некот9рому ре: У. 

Свойства Н-вогнутых функций и множ·еств вполне 
ана.п.оличны 1свойст.вам Н"выпуклых функций и мно­
жест,в. 



8°. Сублннейные операторы. Здесь 1 будут -представ-. 
лены некоторые кла.ссы Н -1выпу,клых операторов, точ.нее, 
подк.па.ссы · м1ножест1Ва суб.пинейных операторов. 
Отображение Р: V ~ Z, где V - полулинейное прост­
ранство, а Z - некоторый К-пол1линеал, будет назы­
ваться сублинейным оператором , если Р положитель­
но однородно (т. е. Р(Лх) =ЛР(х) (Л>О, xe::V)) ·и 
субаддитивно (т. е. Р(х+у)~Р(х)+Р(у) (х, ye::V)). 

Интерес к сублинейным опе.раторам, с одной старок 
ны, объя-сняется ролью, которую о.ни иrрают в прило­
жениях (напри.мер, в математической экономике [122J 
и в некоторых за.д.ачах мет1рической теории функций 
[ 130]), с д:ру-гой, особой 1важ·ностью обстоятельств, при 
которых методы иссл·едования та.ких операторов долж­

ны в общем случае осно.вывать.ся . на предложениях, 
пр,и·нципиалыно отличных от использ.ова н.ных при иссле­

д-овании сублинейных фу~нкционалов. Дел·о в том, что 
теорема Хана - Банаха в полной .мер-е перенесен·а на 
случай опер а торов быть не ·может (см. [77, 62, 115]). 
Относительно благополучно дело обстоит лишь в случае 
субли·нейных операторов, действующих в К-прост.ранст­
во. Д.пя сублинейного оператора Р, действующего из век­
ТQрного пр.остран~етва V в К-прос11ранст.во Z, имеет мес­
то предста1Вление 

Рх = sup Ах (х Е V), (8.1) 
AEU 

г~де U - некоторое множество аддитивных и о,1.Нородных 
операторов А : V ~ Z. Более тог.о, справедливо 
Пред л о ж.е ни е 8.1. Для каждой точки ХоЕ-\/ 

существует оператор А : V ~ Z, опорный к Р в точке х0, 
т. е. Ах~Рх (xe::V) и Ахо=Рх0• 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L = { ах0 } aeR· Опре­

делим оператор A':L~z соот.ношением А':ах0 ~.аРх0• 
Т.огда A.'h~Ph для в1сех he=L. В само.м де.пе, д.пя а~О, 
очениД~но, A'(ax0)=aPx0=P(axD). К!роме того, посколь­
ку О=Р(хо-хо) ~Р(хо) +Р(-хо), то А' (-х0) ~Р(-· х0), 
т. е. А'(-ах0 ) ~аР(-х0 ) =Р(-ах0 ). Так.им образом, по 
теорем·е Хана - Банаха - J<.а,нтаровича найд:ется .опера­
тор· А: V-+-- Z такой, что Ах~ Рх для всех· ХЕ V и, 

1 Основные результаты этого пункта принад.пежат Ю. Э. Линке. 
2 Пос"1едовательнее назвать такое отображение с.1або суб.1иней· 

11ы:.1 оператором. 



к1роме того, Ah=A'h (hE.L), Очевидно, А-- требуемый 
оператор. 

Обозначив через Н ·множество аддитивных и однород­
ных операторов из V в Z, а через У ~множество отображе-
1ний <р: V-+ Z с упорядоче1нием <р1 ~'(fJ2 ~ <р1Х~<р2Х (ХЕ V) 
и с присоединенными иаибольши~и и наименьшими эле­
мента.ми, получае~, что каждый сублинейный оператор 
Р; V-+Z входит в Р(Н, У, У). : 

Ниже .мы о.граничим.ся изучением некоторых частных 
классов су.блинейных операторов, для которых могут 
быть получ·ены пр-едставления типа (8.1). 

Итак, пусть V- ;нормирова.н.ное пространство и Z -
это К-полулинеал, образованный присоединением на­
ибольшего элемента +оо к К-лин.еалу С ( Q) непрерыв­
ных на некотором компакrе Q функций 1• В определен.ии 
суб.линей.ного оператора Р будет, как обычшо, включать­
ся некоторое требование топологического характера. 
И·м.ен·но, будем требовать (Ьr)-полунепрерывность снизу, 
т. е. считать, что если Xn-+X (в V), то для всякого е>О 
цри достаточно больших п имеет место неравенство 
Px-el~Pxn. Пусть У-это про~транство всех отобра· 
жений V 'В пр.остранство R'l, а Х - совокупность субли­
нейных операторов Р : V-+ Z. Пусть Н - 1М·ножество 
(Ьr).-линейных операторов А: V-+ C(Q). Рассмотрим 
множество Р (Н, Х, У). 

Прежде всег-о, с каждым сублинсйным операто,ром Р 
свяжем мнюжес11во функциона.пов (Pt) teQ, где Pt: Х-+ 
-+(Рх) (t). Очев:ид:но, что Pt:V-+RLJ {+оо}, субад­
дити.вен и пол.ожитс~Jiьно однороден. Докажем суб.линей­
ность Pt ( т. е. полуне1пре·рывлость ·онизу этого фун.кц.ио-
1нала). В оилу ( Ьr)-полунепрерывности 1сиизу оператора Р 
для проиЗВ{)ЛЬ'НОЙ последовательности Xn-+ х (в V) и лю­
бого е>О спра·ведл1ивы неравенства ·Px-e1<:Pxn при 
достат.очно больших п. Иначе, (Рх) (t)-e~ (Pxn) (t), 
что 1и т.ребовалось. 

Каждому функционалу Pt сопоставим его опорное 

множество Qt =Ир. Сублипейный оператор Р порож-
дает отображение t Фр: Q ~ 2v' (где 2т - множество 
подмножеств Т), определенное соот1ношен1ием ФР: t-+ 
-+ Qt. При этом, получ·ившееся отображение об.ладает 

1 Во всех рассуждениях этого nункта можно рассматривать, на 

самом деле, параком·пактные пространст·ва Q. 
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важным овойетвом слабой полу.неnреры:в.нос't-rJ снизу 
(определение котюрого будет дано ниж.е). Естественна 
поэто.му попытка язу.чить .свойсmа оператора Р с 
по:м.ощью отображ·ения Фр. Введем следующее опре-

деление. 

Оrоб!ражение Ф : Q --i--2т, где Т - топологическое 
пространсmо, ~называется полунепрерывным снизу, ес­

ли для любого открытого множества U с:..Т множество 
{te Q: Ф (t)nV =1= 0} от.крыто, 

Выделение этого класса отоб.ражений оправдано тео­
ремой м.айкл.а [121]. 

Те.о р е.м а Май кл ·а. Пусть Q - (пара) ком-
пактнqе, а Т - банахово пространства и полунепрерыв ... 
ное снизу отображение Ф таково, что при каждом tEQ 
множество Ф ( t) не пусто, выпукло и замкнуто. Сущест· 
вует непрерывный селектор отображения Ф, т. е. непре­
рывная функция q>:Q-+T такая, что <p(t)EФ(t) (tEQ). 
Потребуе1'ся следующее прос-гое 

Следствие. В условиях теоремы Майкла для каж­
дых toEQ и l0ЕФ {t0) найдется непрерывный селектор <р 
отображения Ф такой, что <p(t0 ) =10• 

До к аз ат ель ст в о. Рассмотрим отображение 
Ф: Q-+ 2т такое, что 

_, ·{ lo, 
Ф(t)= Ф(t), 

,_, 

t=to 
t =l=to. 

Можно видеть, что Ф полунепрерывно снизу. Применяя ,..., 
к Ф теорему Ма:й«ла, получим требуемое. 

В дальнейшем пространство V' будет рассматриваться 
с двумя топологиями- с сильной и слабой. Условимся, 
говоря о том или ·ином понятии, ~использующем тополо­

гию в V', употреблять термин «слабо», если речь идет о 
слабой топологии, и «сильно», если речь идет о сильной 
топологии . 

. С каждым сублинейным оператором Р было связано 
слабо полунепрерывное снизу отображение ФР: Q-+ 2v'. 
Связь э_того отображения с вопросом об В-выпуклости 
сублинейного оператора описывает простое 
Предложение 8.21• Непрерывный линейный опера­

тор А, опорный к сублинейному оператору Р, порождает 

1 См. [ 48], гл. VI. 
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по формуле ep(t) (х) =(Ах) (t) слабо непрерывный сел,екw 
тор ер: Q ~ 2v· отображения Фр. Наоборот, каждый слабо 
непрерывный селектор ер: Q ~ 2v1 отображения Фр порож­
дает линейный непрерывный оператор А по формуле 
{Ах) (t) =ЧJ(t) (х), причем А опорен к Р. 

К сожалению, пространство V' со слабой топологией, 
как правило, не щзляется банаховым. В связи с эт.им в 
да.пьнейшем будут изучаться два класса сублинейных 
операторов, для которых соответствующие отображения 
ФР удовлетворяют условиям теоремы Майкла, т. е. силь­
но полунепрерывны снизу. 

Сублинейный оператор Р называется равностепенно 
непрерывным (соответственно, равностепенно непрерыв­
НЫ)t снизу), если для каждого е >0 и toEQ найдется 
окрестность И (t0) точки to такая~ что 

(Рх) (t0)-· е::;;:; (Рх) (t)::;;:;; (Рх) (t0) +е, (8.~) 

( сьответственно, 
(Рх) (t0)-e::;;:;-(Px) (t) (8.3) 

при xe=.domP={xe=.V:Px<+oo}, llxH~l, te=.U(t0)). 

Класс равностепенно непрерывных сублинейных опеw 
раторов обозначим Х1 , а класс равностепенно непрерыв­
ных снизу операторов - Х2• Очевидны включения Х 1 с 
с:.Х2сХ. 

П р е д л о. ж е н и е 8.3. Для равностепенно непре рыв-
V' 

ного оператора Р отображение Фр: Q-+ 2 сильно полу-
непрерывно снизу. 

До к а з ат ел ь ст в о. Допустим, что предложение не­
верно. Тогда найдутся (сильно) ·открытое множество U, 
содержащееся в V', точка toEQ и сеть (ta)a.EA С Q та­
кие, что Фр (t0)Л И+ 0, ta-+ t0 , Фр (ta)ПU = 0. Так как 
множество И открыто, та' оно содержит некоторый шар 
lo+B" с центром ,в точ~ке lo и радиуса · r. Поско.пьку 
Фр (ta) n(l0 + В,)= 0, то по теореме отделимости най­
ду11ся э.пементы Xa:EV, llxall= 1, XaEdom Р (ае=.А) и та-
кие, что ~ 

_ sup 1 (Ха) < l0 (Ха) -+- inf l (Ха)· 
!еФр(fа) 11~!~r 

Отсюда следует, что 

Ptrx (ха) < l0 (ха) - r. (8.4) 
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В силу равностепенной непрерывности снизу оператора 
r 

Р по е = 2 найдется окрестность U (to), в которой вы-

п_олнено (8.3). Таким образом, для всех индексов а та· 

ких~ что ·tr1.e И (t0) ~ имеете~ неравенство Pt 0 (ха) ·+ ; < 
< l0 (хо.), противореч~щее условию loEФp(to). Предложе­
ние доказано. 

· Аналогично предложению 8.2 устанавливается 
П ред ложен и е 8.41• Однородный и аддити~ный 

оператор равностепенно непрерывен 2 в то.м и только в 
том случае, если соответсtву1ощая ему функция с:р: Q ....+ 

~ V' сильно непрерывна. . 
Для описания классов Х1 и Х2 естественно в качестве 

Н выбрать класс линейных операторов, соответствующпх 
сильно непрерывным. функциям с:р: Q ~ V'. Зам·етим, что 
НсХ1 с:::.Х2с:::.Хс:::.У, ·и покажем, что любой элемент РЕХ2 
является Н-выпуклым. В самом деле, по предло:>кению . v, 
8.3 отображение Фр: Q -:>- 2 сильно полу-непрерывно сни-
зу. Обозначим через UP множество сильно непрерывных 
селекторов отображения Фр, ,или, что (с точностью до 
иЗоморфизма) то же самое, множество {АеН:А ~Р}. 
Имеем 

sup Ир: х -- sup [Ах (t)l. 
АЕИр 

·Кроме· того, по следствию теоремы Майкла д.пя всех 
"teQ, хе V справедлив~ равенства 

sup [Ах (t)] = sup 1 (х) = Pt (х) == Рх (t). 
AE:.U р • lEOt · 

Итак, Р является ·н-выпуклым элементом, причем Uр­
это его опорное МНОЖеС'ТtВО. Зам.ети.м также, чт.о спра.вед­
·ЛИВО представление 

(8.5) 

где supc означает супремум в структуре C(Q). Дело в 
том, что функция Рх, являющаяся верхней огибающей 
семейства (Ax)Aeup, непрерывна. 

Опишем совокупности И-выпуклых множеств 
~(Н, Х1, У) и t;lJ(H, Х2,У). По определению VE2J(H, Х,, 

1 t.:м. [48], гл. VI. . 
2 I<.ак синонимы равностепен11ой непрерывноеrи оператора ис­

пользуются также термины: компактность и полная (вполне) непре" 
рывность. 
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У) в том и только ·в том случае, если найдется ·PeXi 
такой, что U=.UI:' (i= 1, 2). 1Выше было показано, 'ЧTIJ 
U Р отождествляется с ~множеством силыtо непрерывных 
селекторов отображен·Ия Фр. Тем самым описание ~ (Н, 
Xi, У) С.В.ОД'ИТСЯ .к ха1рактеризацИ1И отображений ф: Q-+--
-+ 2v', для которых Ф=ФР при некотором PeXi. 

Введем следующие определения. Будем говорить, что 
отображение Ф: Q-:--2т, где ,'!;-топологическое вектор­
ное пространство, равномерно полунепрерывно снизу, 

если для любой окрестности нуля Wc:T и точки taeQ 
найдется окрестность U (to) точки to такая, чтоФ(t)П(l+ 
+W)=f::0 при teU(to) и leФ(to). Заметим, что 
равномерно полунепрерывное снизу отображение полу­
непрерывно снизу. Условимся, далее отображение Ф на­
зывать непрерывным, если оно равномерно лолунепре· 

·рывно .сн;изу IИ, кроме того, полунепрерывно сверху в том 

смысле, что для ·любого открытогр множества W с::.Т и 
·точки t0eQ найдется окрестность точки t0, для всех эле­
ментов t ·которой ·слраве~дливо соотношение Ф (t) с::.Ф (to) + 
+w. 
· Пр ед ложен и е 8.5. Сублинейный оператор Р рав­
ностепенно непреры.вен снизу в том и только в том слу-

,чае, если отображение Фр: Q--+ 2V' сильно равномерно 
полун.епрерывно снизу. 

До к а з а тел ь ст в о. Необходимость условия пред­
ложения устанавливается так же, как предложение 8.3. 
Несколько с.Ложнее доказательство достаточности. 

Пусть в> О и t0e.Q произвольны. Необходимо найти 
окрестность U (t0 ) точки t0 такую, что (Рх) (t) ~ (Рх) (t0)­

-в при te U (t0) и [!х[[ ~ 1. В силу равномерной полу" 
непрерывности снизу отображения ФР для шара Вг= 
= {xeV': l(xll~s} 1и foe.Q найдется ·Окрестность U(to), 
фигурирующая в соответствующем определении. Пока­
жем, что эта окрестность искомая. 

Рассмотрим с этой целью дл11 каждого loeФP(to) 
отображение ФР: Q-~ 2v', определенное соотношением 

t= t0 

t Е U (t0)"-._ { t0 } 

t Е Q"" U <to ). 

Можно показать, что это отображение полунепрерыв­
но снизу. Пусть U множество сильно непрерывных селек-
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торов отображения Фр, а V1 - соответствующее м11о:жесТ· 
во линейных операторов. Тогда (Ах) (t) ~(Ах) (to)­
-e (Ae:U1) прИ te:U (t0) и llxll ~ 1. По следствию тео­
ремы Майкла для каждого l0e:Фp(fo) найдется <fJEU та­
кой, что с:р (t0) ==lo. Поэтому 

(Рх) (t) >(Ах) (t) > sup Ах (t0) - е = (Рх) (t0)- е 
AeUa . 

при tE.U(to), llxll~l. Предложение доказано. 
Аналоr~ичным способом устанавливается 
П ред ложен и е 8.6. Для того, чтобы сублинейный 

оператор Р являлся равностепенно непрерывным, необ­
ходима и достаточна сильная непрерьtвность отображе­
ния Фр. 

Условимся, что отображение Ф входит в t;JJ (Н, Х1., У), 
если множес1'Во U Ф _его ·сильно .непреры.в1ных селекторов 
(или, что то же с1амое, м-ножес11во о'Dвечающ·их селекто.ра·м 
операторов) входит в t;JJ (Н, Xi, У). 

V' 
Предложение 8.7. Отображение~:Q~2 входит 

в t;JJ(H, Х2, У) в том и только в том случае, если ' 
( 1) при каждом хе: V функция t-. sup с:р (t) (х) непре­

ФеUФ 

рывна; 

(2) Ф сильно равномерно полунепрерывно снизу; 
(3) для каждого te:Q множество Ф (t) не пусто, вы­

пукло и замкнуто в а ( V', V). 
Доказат.ельс-т;во. Если ФЕ~(Н, Х2, У), ro UФ= 

= UP, где Р равностепенно непрерывный оператор и по­
тому Ф=Фр. Поскольку свойства (1)-(3) были установ­
•лены ранее для отображения Фр, то необходимость усло-
в-ий доказана. · 

Наоборот, пусть Ф удовлетворяет ( 1 )- (3). Рассмот­
_рим P=sup Uф. Ясно, что Р: v~2·, причем Фр=Ф. Кр.о­
. ме того, поскольку ФР сильно равномерно полунепрерыв­
. но снизу, то Р }>авностепенно непрерывен снизу и UФ= U р. 

Аналогичным образо_м можно установить справедли­
вость следующего утверждения. 

Предложение 8.8. Отображение Ф входит в 
Ю(Н, Х1, У) в том и только в том случае, если 

( 1) отображение Ф сильно непрерывно; 
(2) множество Ф (t) для каждого tE.Q не пусто, вы­

пукло и замкнуто в а ( V', V). 
В заключение отметим, что удовлетворительной об-

1цей теории И-выпуклых операторов и соответствующих 
множ·еств не существует. 

3 с. с. КУТ<I';'"t:.н:дзе, А •• .М. ?уб~нов 65 



t ЛАВА 11 

ДВОЙСТВЕННЫЕ СПОСО&Ы ЗАДАНИЯ 
И-ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ 

0°. Введение. В главе рассматриваются непрерывные 
lf ·выпуклые функции, точнее говоря элементы множест~ 
ва Р(Н, C(Q), RQ), где Q- компак~ное топо.погичеакое 
простра ... нство; С ( Q) - пространство непрерывных на Q 
gункции; Н- конус в C(Q). В дальнейшем Р(Н, C(Q), 
RQ) "обозначается через Р(Н), а под Н-выпуклой функ­
циеи понимает.ся элемент конуса Р ( Н). 

Таки~ образом, непрерывная функция f является Н­
выпуклои, если 

f (х) = sup h (х) 
h~f,hEH 

(0.1) 

для всех xe:Q. В частности, в рассматриваемой ситуации 
понятие Н-выпук~r~ой функци.и носит локальный характер, 
т. е. можно определить функцию, Н-выпуклую в некото­
рой точке. Говорят, что f является Н-выпуклой в точке х, 
если выполнено (O.l). 

Познакомимся с двумя основными двойственными 
способами задания Н-выпуклых функций и некоторыми 
их модиф.икац,ия:ми и приложениями. Один из них связан 
с описанием поляры к конусу Н-выпуклых функций. При 
известных предположениях знание поляры к конусу Н­
выпуклых функций позволяет получить новую информа­
цию и о самом конусе. С другой стороны, изучение функ­
циона.пов, положительных на конусе Н-выпуклых функ­
ций, представляет и самостоятельный интерес для теории 
экстремальных задач. (Основной инструмент математи­
ческого программирования - принцип двойственнос'tи -
п1р:иводит к критер1ия1м реш·ения, формулируемым в терми­
нах двойственных объектов. Одна из центральных облас­
тей приложений этого способа - экстремальные задачи 
геометрии выпук.пых поверхностей (см. гл. IV) .) 
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Другой способ основан на изучении связи поведения 
положительных операторов на конусе Н .и их свойств на 
конусе Н~выпуклых·функций. Развива·емая здесь техника· 

" пр1именяется для ;и:зу.чения вопросов сходимости .пинеиных 

операторов (см.·гла·ву III). Для некоторых конусов'Спо­
:v~ощью теоремы (оТ\Делимост.и) Штрассена можно свя-

" зать стру.ктуру сопряженного конуса со своиствами по-

.пожительных операторов. 

Поясним простую идею получения требуемых пред­
ставлений кон'уса Н-выпуклых функций. Обрат.имея к 
случаю непрерывных выпуклых функций, определенных 
на выпj'lклом .ком1пакте Q. Выпуклость функции f по опре­
делени10 означает, что для любых представлений вида 

п п 

z = ~ a~zk, где аh.;;э:О; ~ ak = l; z, zke:Q, справедливо 
k=l k=l 

равенство 
п 

~ a~f (zk) > f (z). 
k=l 

(0.2) 

п 

Пусть N множество мер вида ~ akezk - Bz (при yкa-
k=l 

занных условиях на параметры), где ех - мера Дирака, 
т. е. функционал t~f (х). Пусть К (N) - широко замкну­
тая коническая оболочка N (под широкой топологией в 
пространстве С'(~~), сопряженном к С (Q), понимают сла" 
бую топологию а (С' (Q), С (Q))). Так как меры из N от­
вечают элементарным неравенствам (0.2), свидетельству­
ющим о выпуклости функции, то множество К (N) можно 
rrред·ста·вля.ть себе, как множество следствий пера1вен1ств 
1Вы.пуклости, т. е.·как м1ножество неравенс-гв, вытекаю.щих 
.из (<J.2) . 

. Пусть W* - ·конус, сопряженный к конусу выпуклых 
функций. Рассмотрим элементы W*, т. е. :пары лоложи­
тельных мер µ, v такие, что для любой выпуклой функw 
ции f имеет .место неравенство 

S fdµ > .f fdv. (0.3) 
f2 g 

Интуитивно ясно, что интегральные неравенства (0.3) 
должны ~быть следствиями неравенства Иенсена (0.2). 
Этот факт действительно имеет ~место, т. е. W* =К ( N). 

Итак, интегра.J1ьные неравенства вида (0.3) являются 
сл~ствия..ми неравенств (0.2). ·Первая естественная по­
пытка описания ~мер, удовлетворяющих (0.3), заключает-
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ся в том, чтобы разложить меры µ и v на части, анало· 
rи·чные неравенствам Иенсена. Фор~мализация этой идеи 
приводит к так называемы'.М декомпозициям Решетня1ка­
Люмиса. 

Второй подход к (0.3) основан на следующем, близ-. 
п 

ком к работам Шоке, тез.нее: Мера ~ akez , фигурирую-
k=I k 

щая в (0.2), есть разнес·енная в точ·ки z1, ••• , Zn ме.ра ez 
(или единичная масса, расположенная в точке z). Естест­
венно поэтому пытаться представить меры µ в (0.2) как. 
результат размазывания меры v по компакту Q. Форма~ 
лизация этого положен'ия пр.иводит к понятию Н,-рас· 
пространения мер. 

1°. Теорема декомпозиции. Обратимся. к следующей 
ситуации; 

Пусть Х -локально выпуклое пространство и однов­
ременно К-линеал; Н1, Н2, ... , Hn ~замкнутые конусы в 
Х. предположим, что выполняются условия: 

(а) конический отрезок (О, f)·;= {ge:K* :g~f} .компак­
тен в а(Х', Х) при л.юбом fe.K* (где К= {хе:Х; х~О}); 

(б) для любогоfе:К* и произвольных h1e.H1, h2e: 
е.Н2, ... , hne:Hn ц,айдется разбиение {f1, f2, ... , f n} функ­
ционала f та кое, что 

п 

f (h1 V h2 V • • • V hп) = ~ f;(h~)• 
k=1 

Под разбиением {f 1, /2, ... , f n} функционала f понимает· 
ся набор положительных функционалов f,1~0, k= l, 

' п 

2, .. , п такой, что ~ fk= f. 
k=l 

При сделанных выше предположениях справедлива 
Теор е rм а де к о ·м ·поз и ц и и. П gсть f, ge:K*. Не­

равенство 

f (h1 V h2 V • • • V hп) > g (h1 V h2 V · · · V hп) 
имеет место для любых hв.ЕНв. (k= l, 2, ... , п) в том и 
только в том случае, если ·для любого разбиения {g1, 
g2, • •• , gn} функционала g t:tайдется разбиение {f 1, f 2, •.. , 

... ' f n} функционала f, обладающее тем свойством, что 
~-gkEH;(k=-1,2, ~ •. ,п). 

Достаточность. Пусть h1tEH1t (k=l, 2, ... , п)­
выбранные произвольным образом элементы. Найдем 
разбиение {g1, g2t ••• , gn} функционала g такое~ что 
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n 

g (h1 V ..• V h11) = ~ gk (hk). По раз·биению g найдем 
k=l 

рfiзбиен.ие {f 1, f 2, ••• , f n} функционала f такое, что 

f k-gлEH~ (k=·l, 2, ... , п). Тогда 

Необходим о·с т ь. Рассмотрим еле.дующее :\fИО· 
жество: 

S = {<f1, f ,_, · • ., f п) Е (K*)n: ~ f k = f}. 
k=1 

Ясно, что S иепустое выпуклое ела.ба компа1ктное подмно. 
,._, * * 

жество пространства (X')n. Положим S = S - Н 1 Х Н 2 х 
* ~ 

Х ... Х Н п· Очевидно, что S ~ непустое слабозамкну-
тое выпу.клое ~МИожество. 

Пусть теперь {g1, g2, ... , gn} некоторое разбиение g. 
Допу.сТ1и1м, что элеме.нт (g1, g2, ... , gn) "Не входит в 1-'l:f. По 
теореме отделимос-r~и найдутся точки 7i1, h2 , ••• ,hnEX та­
кие, что неравенство 

* справедливо для ..любых l·k Н k (k = l, 2, ... , п)и любого 
э.пемента (/1, f2, ... , fп) из S. Из (1.1) с~r~едует, что 
lk(Jik) ;;::о для всех lk Е н;, следовательно. h11.e.ll11. (k= 
= 11,2, ... ,п). 

Пусть теперь {f 1, f 2, ... , J п} - такое разбиение f, что 
п 

· ~ fk (hk) = f (h1 V h2 V • • • V hп)• 
k=l 

Полагая в ( 1.1) lл=О, f л=f h (k= 1, 2,.", п), получим 
п п 

f (h1 V h2 V •" V hп) = ~ fk (hk) < ~ g~ (hk) ~ 
k=l k=-1 

п 

~ ~ gk(h1 Vh2 V •" V hп) = g (h1 V h2 V." V hп) ~ 
k=l 

<;f (h1 v h, v ... v hп). 
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Полученное противоречие означает, что (g1, g2, . .• , gn) Е 
ES, т. е. найдутся lk н; и набор (f 1, f2 , ••• , fп) ES та­
кие, чт.о ftt-lk=gk (k= 1, 2, ... , п). Я·СIН·О, что {f 1, f 2, ... 

. . . , f п} есть требуемое разбиение функциона.па f. Теоре­
ма доказана полностью. 

В да.пьнейшем мерами (Радона) называются элемен­
ты пространства С' ( Q), сонряженного к С ( Q). При это!\1, 
удобства ради, комнакт Q, как прави.по, будем считать 
метрически~1 и отожде1сТ!в.пять меру Радона с соответству­
ющей ей по теореме Рисса-Л1.аркова регу.пярной боре­
"11ев·ской (иди ·бэровской) 1мерой. 

Предложение 1.1. В каждом КN-линеале ограни­
ченных эле.ментов имеет место теорема декомпозиции. 

До к аз ат е .11 ь ст в о. По теореме Крейнов-Какута­
ни можно считать КN-линсал ограниченных элементов Х 
реализованным как п.потное подпространство С ( Q) не-­
прерывных функций, где Q - некоторое компактное про­
странство. Условие (а) тривиально выпо.пнено. Проверим 
выполнение ус.повия (б). Пусть h1, ••• , hп произво.пьные 
функции из Х с С ( Q) и f- положительная мера (Радо­
на). Обозначим элемент h1Vh2V .. . Vhn через h.и но~r~ожим 

Ek = {zE Q: h(z) = hk(z)} (k = 1, 2, ... , п): 

Я1сно, это Ен - боре.тrевское (даж·е бэровское) м1ножество, 

а потом.у Е~ также боре.пе.вское множес11во (k== 1, 2, ... 
, ' . 

. . . , п). Кроме того, EkПEi = 0 при k#:-J и, как следует 
непосредсг.ве.нно из определения, h(z)= hk(z) (z ЕЕ~)· Оп­
редс.пим 1на1б.ор {f1, f2, ... , f п}, по.пожив fk =~ f} ,'· Таким 

Ek 

образо:v.~, f k есть сужение f на Е~. Очевидно, что {f 1, 

f2, ... , f1J - разбиение функциона.па f, обладающее тре­
буемым СВОЙСТВО:v!. 

Teop·C;\<ty декомпозиции можно сформу.пировать п д.пя 
сэператоров. Предварительно введем некоторые обозначе­
ния и определения. Ec~riи V1, V2 - упорядоченные вектор­
ные пространства, то _2?+ ( V1, V2) -. :совокупность в·сех 
линейных (т. с. аддитивных и однородных) положнте.r~ь­
ных операторов Т: V1 -эо-- V2. 



:Пусть Н- конус н· V1 и Т Ef'i'+ ( V i, V2). П оложитель~ 
ным ростком оператора Т на конусе Н называется .мно~ 
жество 

Spr (Т, Н) = {Т'Е.2'+ ( V1, V2): T'h"';::: Th (h~lf)}. 

Условимся символом В (Q) обозначать К-пространство 
всех ограниченных функций, опреде"'1е-пных на множест~ 
ве Q. 

Справед.л.ива 
Т ·е о р е м а д е к о м п о з и ц и и д л я о п е р а т о р о в. 

Пусть Н 1 , Н2 , ••• , Hn -замкнутые конусы в пространстве 
C(Q), Т 1 , T2E.,P+(C(Q), B(Q)). ffеравенство 

Т) ( h 1 V h2 V. ' . V hn) ~ Т 2 ( h 1 V h2 V ... V h1i) 

имеет место для любых hhEHtt (k=-1, 2, ... , n) в то.м и 

только в том случае, если для л1обого разбиения { Т~, 
Т~, ... , Т~} оператора Т2 найдется разбиение { т:, Т~, ... 
. . . , Т!} оператора Т1 такое, что Т~ Е Spr ( Т~, Н k) (k == l, 
2 •... ' п) . 

Здесь под разбиение.м оператора Т по.ни:УЕается набор 
{Т1, Т2 , , •• , Tn} операторов из.,2?+(С(Q), B(Q)) та.кой, 

п 

что ~ Tk =Т). 
k=l 

До к аз ат ел ъ ст в 0. 1 Д.пя каждого оператора ТЕ 
е::.Р+ (С (Q), В (Q)) .и точки XE.Q по.пожим Тх: f-+ (Tf) (х). 
Тогда ·r:x:EC'(Q) и, кроме того, Тх"';:::О. За:УЕети.м:, что 

r 

Т1 (h1 Vh2 v ... v hп)-;;::: T2(h1 v h2 v ... v hп),~ 
~ (T1)x(h1Vh2V .. ".Vhn) "';::: (T2)x(h1Vh2V .. . Vhп) д.пн всех 

XE.Q. 

Требуемое утверждение непосредственно с.педует из 
теоремы декомпозиции (и пред.пожения 1.1). 

Установим два топологических свойства множеств 
Я-выпуклых функций. 
Предложение 1.2. Пусть Jl- подмножество C(Q). 

Наименьшая верхняя полуструктура, порожденная lf, т. е. 
совокупность функций {h1Vh2V .. . Vhп: h,1EH; li= 1, 2, ... 
. . . , п} плотна в P(I-f). 

i Более рафинированная техника позво,1яет установить ана.поrи4· 

нын факт д.:~я операторов, действующнх в пронзво"1ьныс К·прост· 
ранства. 



До к а з ат ель ст в о. Пусть f- произвольная - Н­
выпуклая функция и V1== {h.E.H: h:::;;.f} ее опорное ~но­
жество. Рассмотрим семейство А конечных подмножеств 
U1, наделенное е~стестве·н1ной упорЯдочен•ностью по вклю­
чению. Сеть ( ha) аеА, где ha.=-sup а, возрастает и поточеч­
но сходится к f. В силу теоремы Дин и f является равно-
мерным пределом сети (ha)a.e.A· · 

Сильно отрицательным элементом f в С ( Q) называ1от 
строго отрицательную функцию (т. е. f (х) <0 для всех 
xe:Q). 

Предложение 1.3. Если конус Н содержит сильно 
отрицательный -элемент, то конус Р (Н) замкнут. 
до к аз ат ель ст в о. Не нарушая общности, будем 

считать, что в Н входит -1. (Напомним, что 1 :х~ 
~1(~e:Q)). Пусть f-произвольная функция из C(Q) 
такая, что для каждого натурального п найдется Н-вы­

пуклая функция hn, удовлетворяющая условию V - hJ[ ~ 
< ..!... 

п. 

Иначе hn - -; 1~ f -<.hn+ ~ 1. Покажем, что 
s~p [( hn - ~ 1) (х)) =f (х). Иначе, найдется точка ХюЕQ, 
для которой 

f (хо)> s~p ( hn (х0) - ~);;;. \~т ( hn (х0)- ~) = f (х0), 
1 

что невозможно. Так ка.к hп - n 1 ЕР (Н), то и fEP (Н). 
Введем следующие определения. Пусть Н - конус в 

С ( Q), а µ и v - положительные меры на Q. Мера µ Н­
следует за v, если µ(f)~v-(f) для всех fEP(H). В этом 
случае употребляется занись µ > v. · 

' н 

Положительная мера µ Н-сильнее положительной ме-
ры v, если для всякого разбиения {v1, v2, ... ~ vn} :меры 
v найдется разбиение {µ 1, µ1, ... , µn} меры µ такое, что 
µk-vkE.H•. При этом используетсs1 запись µ ~ v. 

н 

Кону.с Н об.падает свойством Решетняка - Л юмиса 
(свойством (R. L.)) если µ > v ~~ µ ~ v д.пя л1обых поло-

' н н 
жительных мерµ и v. 

П ред ложен и е 1.4. Для произвольного конуса Н 
справедливо соотношение (µ > v =9 µ > v). 

н 11 
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До к аз ат ель ст ·в о. Пусть f - произвольная //-вы-
11уклая функция. По пред.пожению 1.2 найдет,ся пос.педо­
uате.пьность функций (fn) та1ких, чтоfп=h1V ... Vhт<n>,где 
fi 1, ••• , hm<n>EH, равномерно сходящаяся к f. Поскольку 
~t /f-си.пьнее v, то, рассуждая как в теореме декомпози­
ции, п~а.пучим, что µ (/п) ;;::v (f n). Переходя к пределу, по~ 
лучим µ, > v, что и требова"1ось. 

н 

Т е о Р. е м а 1.1. Каждый замкнутый конус Н в С ( Q) 
обладает свойством Реш.етняка - Л юмиса. 
До iK аз ат ель ·с т~в о. Следуе·т проверить только, что 

(fl > 'V ~Фµ >v). Е~<:ли {v1, ... , vm} произ,вольное разби-
н н 

ение меры v, то, поскольку элементы вида h1V .. . Vhm, где 
h1, ••• , hmEH, входят в Р(Н), получ1им, что µ(h1V ... 
. . . V hm) ;;::v ( h1 V ... V hm). По теореме декомпозиции (здесь 
псно.ль~уется замкнутость конуса Н) найдется разбиение 
{µ 1, ••• , µm} мерыµ такое, что µв(h) ;з::vп(h) (k= 1, ... , т) 
д"1я всех hE.H. Теорема доказана . 

. Пусть 1еперь операторы Т1, T2E2+(C(Q), B(Q)). Бу­
дем говорить, что оnератор Т 1 Я-сильнее Т2 ( символиче­
ская запись Т 1 > Т.2 ), если для любого разбиения 

н 

{ Т~, Т~, ... , Т~} оператора Т2 найдетсЯ разбиение { Т~. 
Tf, ... , Tf} оператора Т1 та1кое, что Т~ Е Spr (Т~, Н) 
(k = 1, 2, ... , п). 

Множ.ество {Т': Т' ~ Т} называется декомпозицион-

ным ростком оператора Т на Н и обозначается через 
Dpr(T, Н). ... 
Теорем а 1.2. Пусть Н и Р(Н) - замкнутые конусы 

в С ( Q). Функция f Е:.С ( Q) является Н-выпуклой в том и 
только в том случае, если для любых TE2+(C(Q), 
В (Q)) и T'e=Dpr (Т, Н) выполняется условие T'f~Tf. 

До.к аз ат ель ст в о этой теоремы вытекает из 
предложения 1.1 и теоре.мы декомпозиции для опе­
раторов. 

2°. И-распространения. Простейшие свойства. В пунк­
те 1° был рассмотрен один из способов задания Я-выпук­
лых функций. Оказалось, что класс Я-выпуклых функций 
.яв"1яется ·наиболее ши:роюим множес:твом, на которое мож­
,но расП'рос.транить с Н п-екоторые операторы с сох.ра­
нением отношения мажорации. В ряде ситуаций класс 
операторов, декомпозиционнь1е ростки которых задаю_т 

конус Н-:выпуклых функций, можно сузи1ь. 
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Введем снача.па с.педующее определение. Рассмотрим 
тройку !\1Н-Ожеств Нс.Хе::.. У, где У есть К-пространс·rво; 
Х-векторное подпространство в У; 11 конус в Х. Ко­
нус II называется Jvtинорирующим (коинициальным), ее­
.пи для .шобого fEX множество И1= {hEH: h~f} непу­
сто. Если Y=B(Q), X=-C(Q), где Q-компакт, то конус 
Н яв.пястся минорирую1цн:v1 в том и то.пько в том случае, 
если он содержит си.пьно отр.ицателыrый элемент, т. е. 
функilИЮ f такую, что f (х) <О для всех xEQ. 

К-пространство У не является полной структурой, од­
нако, оно станет такой структурой, если к нему добавить 
наибо.пьший и наименьший э"1ементы. Поэтому в· рассмат­
риваемой ситуации (Нс::..Хс::..У, где У сеть К-пространст­
во) имеет смысл говорить об Н-выпуклых элементах. 

Справедлив следующий операторный принцип сохра­
нения неравенств. 

Т е о ре м а 2.1. Пусть Н - минориру1ощий. конус в век­
торном подпространстве Х (некоторого К-пространства 
У), а Е: Х -э-- У оператор тождественного вложения. Эле­
мент ХЕ.Х является Н-выпуклым в том и только в том 
случае, если Тх~х для всех TESpr (Е, Н). 

Не обход и м о ст ь. Пусть х является Н-выпуклым. 
Тогда д.пя любого. hЕИх имеем Tx~Tl(;;з:,h, т. е. Тх~ 
~sup Их=-Х. · 
До ст ат очно ст ь. Пусть Тх~х для всех ТЕ 

E.Spr (Е, Н) и x>sup Их. По.пожим q(x') = sup Иха(х'Е 
ЕХ). Оператор q. положительно однороден и супер ад­
дитивен. 

Рассмотрим подпространство Х' = {ах: aER} и поло­
жим А' (ах) =aq(x). Оператор А' 1мажорирует q на Х'. 
В самом деле, для элементов вида ах, где а~О, имеем 
А'(ах) =aq (х) =q (ах). Если а<О" то (так как q(x) + 
+q (-х) ~q(O) =0) .имеем А'(ах) = lal (-q(x)) ~ 
~ 1 al q(-x) =q (ах). Применяя теорему Хана-Банаха­
Канторовича, найдем распространение А: Х -э-- У операто­
ра А' такое, что q (х') ~Ах' (х'е:Х). Оператор А положи­
те.лен. ДейсТ1витель·но, ее.пи х'~О, то Ax'~q(x') ~q(O) = 
=0. Кроме того, для he:H име.ем Лh~q(h) =sup Vh='i. 
Значит, А ESpr (Е, Н). С другой стороны, Ах=А' Х= 
=q (х) <х, что невозможно. Теорема доказана 1 • 

• 

1 Можно за::~.н~тить, что теорс1\1а 2.1 .11еrко следует из представ· 
,Чl'i!IIЯ (l .8.l). 



Следе тв и е. Пусть Н - минориру1ощий конус в 
с ( Q). Функция f является Н ·Выпуклой в том и только в 
л1м случае, ecлtt Tf ;;::f для всех TEDpr (Е, Н). 
До к аз ат ел ь ст в о. Следует TOJIЬKO показать, что 

сс.1и положительный оператор T:C(Q) ~B(Q) таков, что 
Tlz";;::h при hElf, то TEDpr(E, /f). Возьмем пронзводь-
11ос разбиение { Е 1 , Е2 , .•• , En} оператора Е. Тог.,iа :viepa 
Е~: f-» (Ekf) (х), очеви;I.но, и:v.~ест вид Е~ = а~ех, где 
п 

," k k ,,l,,J ах ~ 1 и ах> О. Разбиенн.е оператора Т определим 
k-=1 

сле;I.ую~цим с.пособо:\1: (Tkf) (х)--= а~ Т х (f). При этом 
(Т1гh) (х) = а~ (Th) (х) >~ (Ekh) (х) для всех xEQ, что п 
тrсбова.пось. 

Пусть Н- некоторый замкнутый конус в С (Q); 
s 

за,J.ава дискретная мера 1 v-=-=- ~ a.·kexk (ak >О) и ~1сра µ 
k=I 

такова, что µ~v. Для разбиения {a.1exi, .", asex} меры v 
н s 

найдем разбиение {µ 1, .", !J,в} меры µ такое, что µk (h) > 
~akexk (h) для всех hElf. 

Положим 

1 
Тх =-µk (k=l,2, ... ,s); 

1l r:J.,k 

Т х = е х ( х Е Q "·"'-{ х 1, • • • , х s}). 

qпределим оператор Т: C(Q)~B(Q) соотношением 
Tf (х) = T-t(f). (xe:;Q). Опr.ратор Т, очевн,J.110, П\)Ложите" 
.лен, причем 

Th (xk) = ~k µk (h) e,,k (h) '" h (xk); 

т h ( х) =· h ( х) ( х Q { х 1, • • t , х ~·} ) . 

Кроме того, д.пя всех f ЕС ( Q) имеем 
s !> 

v (Tf) = ~ ak (Tf) (xk) ~ ~ µk(f) = µ (f). 
h=I k.;:;:J 

Из приведен.ног.о утверждения видно, что, по крайней 
мере, ча.сть э.лементов поляры конуса Н-выпуклых 

1 Термин «дискретная мера» всюду оз1Р1•:qет меру с конечным 
1tосп те;н:~:.1. 
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функций состоит нз функционаJiов, предстt~вимь1х в виде 
разност.и 1полож.ительной ме.ры и ее «размазывания» с 
помощью оператора пз положительного ростка пrтера­

тора тождеетвенноrо вложения на Я. Введем точное 
определение. Для этого заметим, что любой положитель­
ный оператор Т: C(Q)_.,..B(Q) однозначно определяется 
эадан-ием отображ.енrи.я х_.,.. T:t, где T x:f~ (Tf) (х), Опера· 
тор Т: C(Q) -+В (Q) называе~гся слабо измеримым, е·с.п1и 
для любой функции fEC(Q) вещественная функция 
Т (f): Х-+ Тх (f) измерима по Борелю (т. е. если Т дей 4 

ствует в подпространство В (Q), состоящее из измери­
мых по Борелю функций), 

Говорят, что мера µ является (слабо измеримым) 
Я-распространением меры v, и пишут µ::::>v, е.с.пи най-

н 

дется слабо измеримый оператор TeSpr (Е, Я) такой, 
что µ (f) =v (Tf) для всех feC (Q). Иначе, µ является 
(слабо .иэмер.имым) ЯRраспрост.р.а1нением v, есл·и ,найдет­
ся отображенiие х ~ Тх такое, что 

( 1) Тх положительная мера;-

(2) Tx(h) ~h (х) для всех hЕЯ и XEQ; 
(3) фу1нкция х~ Tx(f) измерима по Боредю ·и ограни-

чена для каждой f Е С ( Q); · . 

(4) µ(f) = J Tx(f)dv ;ля всех fEC(Q). 
Q 

Отметим некоторые связи между введенными поня­
тиями. 

П .ред лож е·н и е 2.1. Если µ::::>v, то µ Н-следу­
н 

ет за v. 
Д Q к аз а тел Ь·С ТlВ.О. Пусть fЕР(Я) и ИЕи1. Тогда 

найдется оператор Т, фигурирующий в определении от-
.ношен.ия =1, та.кой, что Tf~ Th~h, !И, стало быть, 

н , 
Tf~sup Их=f. Имеем µ(f) =v(Tf) ~v(f), т. е. µ>-У. 

н 

n редлож.ен1ие ~оказано. 
Предложение 2.2. Если µ является Я-распро-

странением v, то µ Я-сильнее v. 
Д ·О к аз ат ел ь·с тв о. Пусть µ::::>v. Возьмем разбие· 

н 

ние {v1,,,,, vn} меры v и положим µ1t:f ~ v1t(Tf). 1\'\сры 
µ1, ••• , µn образуют разбиениеµ, ·при этом д.пя всех lzEll 
и.меем µ1i(h) =vk(Th) ~vя(h). Таким обр.аз.ам, µ~v. 

IJ 
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. Предложен1ия 1.4, 2.1 и 2.2 показывают, что для ·про· 
:извольных положительных мер µ и v выпо.пняется сле­

дующая схема: 

(2.1) 

Представляет интерес выяснить, когда справедлива 

схема 

Введем в связи с этим следующее определение. 
Будем rово.р·иrrь, что конус Н обладает свойством Хар­
ди-Литт лвуда- Полиа (свойством (Н. L. Р.)), если 
для любых м·е~р µ, v~O ммеет место эквивалентность 
1! > 'V# µ-~ 'V. 
_н н 

Выше было показано, что свойство µ > v # µ~v, т. е. 
н н 

свойство Решетняка -Люмиса, встречается весьма часто. 
Кроме того, как видно из (2.1), свойство (R. L.) заве­
домо есть у конусов, обладающих свойством (Н. L. Р.) 
(забегая вперед, скажем, что такие. конусы бывают). 
Нужно, однако, ·иметь в виду, -что свойство (Н. L. Р.) 
встречается реже, чем свойство (R. L.) ~ В самом деле, 
пусть Н - конус положительнь1х функций, тогда µ > О . н 

для любой µ~О. С другой стороны, очеВ~ид,но, если µ~О, 
JJ 

то.µ=0. 
Ниже развивается аппарат, позволяющий описать 

класс конусов, обладающих свойством (Н. L. Р.). 
3°. Теорема Штрассена. Изучение и систематическое 

использование техники слабо измеримых Н-распростра" 
нений (в слунае, когда Н есть конус аффинных функций 
на компакте в локально выпуклом пространстве) были 
стимулированы ·В ос·новном задача.ми математической 
ста11истики. В на~стоящее врем.я из·вестны два подхода к 
изучению -свойот.ва Х.аiрди -Л1иттлвуд:а -ПолiИа ( [·159, 
181]). На.м представляется более удобным подход, осно-
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ва1нный на тео.р·еме Ш·т,ра.се:ена, доказат·еv1ь·с11во которой 
будет изложено в этом пункте. Дело в том, что ·теорема 
Штрассена, как одна из новых теорем отделимости, 
представляет значительный са1мостоятельный интерес. 
Дальше приводится оригинальное доказате!lьство ... 
Штрасссна. 

Пусть Х- сепарабельное банахово пространство, 
а (Q, ~' µ) --некоторое верюя11но.с·'I1ное п:р•остранс'Ilм. 
ПуtСть ro--+-- Ры ·ес!Ть оrо~б.р.аж1е~аие Q ~в 1множест.во конечных 
сублинейных функционалов на Х, которое является 
слабо измеримьtлt, т. е для каждого хе:Х отображение 
ro ~ Ры (х) ~-~измеримо. В ~аилу ·оепа1р.а1б.ельнос.т.и Х ото­
б.ражеш!Ис ю ~ llPыll (r.д1е по определе~нию llP!~ = sup IP (х)!) 

l/X)/=l 

также fд-измеримо. Допустим, что J llProlldµ < -~- оо, тогда 
g 

интеграл 

р (х) = J Роо (х) dµ 
g 

определяет сублинейныf! функционал на Х. _ 
Теорем а Ш т р а ссен а. Пусть l - опорный к р 

функционал. 
Найдется слабо измеримое отображение ro ~ lы, дей­

ствующее из Q ,в Х', такое, ~то функционал lы опорен к 
Ры и, кроме того, 

l (х) = .\ 100 (х) dµ 
g 

для всех хе.Х. 
До к а з а тел ь с тв о. Обозначим через L векторное 

пространство измеримых ·отображений s из Q в Х, при-
" нимающих только конечнре число различных значении; 

при этом будем считать уже проведенным отождествле· 

ние совпадающих почти всюду функций .. 
Положим Р (~) = .\ Роо (~ (ro )) dµ. Очевидно, что Р 

g 
является положительно однородным: и субаддитивны·:и 
функционалом. 

Через [ обозначим векторное подпростраиство _L, со~ 
СТОЯiцее ИЗ ПОЧТИ ВСЮДУ ПОСТОЯННЬJIХ отображений s·: Q ~ 
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. ,..,.,, ,..,.,, ,..,.,, 
~ Х, и определим на L линейный функционал Q; ~ -~ l (x)r 
{где xr -1 (ю) при почти всех юе:Q). Тогда 

Q(f) = l(xf')~p(xf) = .f Роо (xf)dµ = J Р<·1 (( (ro)) dµ == 
а а 

= р (!). 

~По тео,реме Хана - Б.а1наха найдется .пинейный функ­
ционал Q на L, мажорируемый сублинейным функцио-,._. 

налом Р и являющийся распространением Q. Пусть 
теперь Ве:0 и хв- характеристическая функция В. 
Тогда для хе:Х .имеем 

Q (ххв) ~ Р (ххв) = S Роо (х) dµ (3.1) 
в 

и, кроме того, 

- Q (ххв) = Q (- ххв) ~ J Роо (х) dµ. (3.2) 
в 

Та.ки:м об1разом, отображение В-+ Q (-х Хв) - это ве· 
щественнозначная мера µх, а1бсолютно :непрерывная 
·O'Т!Н:OrCИ:reJIЬIHO µ. П.р1и этом ее ПЛОТIНООТЬ ю-+ g(/) (х) ПОЧТIИ 
вrсюду ог.р.а1н,ичена юверху плоти.остью ro-+ р(/) (х). 

Ввиду линейности Q, исключив множество Во меры 
,нуль, получям, что g(J) есть рациональн·о л1и.нейный функ­
ционал, мино~ирующий р(/) на некотором счетном плот­
ном подмнож'естве Х0сХ, замкнутом относительно обра -
зования линейных комбинаций элементов с рациональ­
ными коэффициентами. Не нарушая общности, можно 
считать, что Во= eJ, поскольку требуемое отображение 
ro-+ lю ;из Во 'В Х', очевмно, может ~быть леnко .пост;роено . 

. П)Г~сть lro -еди1нс-твеН1ное ·непрерывное ,р.аоп1рост.ра­
нение g(J) с Хо на Х. Тогда получаем, что l(J)e:X' и l(J) (х):::::;; 
~p(J) (х) для всех х. Более.то.го, отображение ro-+ /(/) явля­
ется ~-измеримым (как поточечны:й предел ~-измеримых 
функций). 

Для любой последовате~11ьности (хп), сходящейся к 
х, имеем ~из (3.l), (3.2), что lim sup Jµ х (В)-µх(В)! =О 

п ВЕ~ п 

и, с.1с:~.оватедьно, ·но чти для всех (относительноµ) roEQ 

z(J),(x) =g(J) (х) при хе:Х. 
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Та,ким об.разом, отображение ro -+-l(t) (х) - э"го нлоl 
ность µх относительно µ. Значит, \ 

1 (х) = Q (f) =~ Q (f) = Q (хха) = µх (Q) = r lro (х) dµ. . . ь 

Теорем.а доказана. 
З а меч а н 1И е. Это доказательство опубликовано в 

[ 181]. Читатель, интересующийся развитием исследова­
ний no дифференцированию интегралов выпуклых функ­
ций, ознакомится с работой Иоффе и Левина [70]. 

41:). Теорема Харди - Литтлвуда - Полна. Здесь бу· 
дет описан класс конусов, обладающих свойством 
(Н. L. Р.). Такими окажутся минорирующие конусы. 
И.т.а.к, nу.сть Н-конус ~ C(Q), ·где Q-мет,р:изуемый 
комч·а кrг, tИ f - про.звал ьн ая фу1н.кция ~Из С ( Q) . 

Положим 

p(f)!:X-+SUp {h(x) :hEH h::;;;;f}. 

Для xe:Q положим Px(f) =p(f) (х). 
Пр е дл о~ е н 1И е 4.1. Функционал Рж:f-+ Px(f) супер· 

аддитивен и положительно однороден. 
До к аз а тел ь ст 'в о. Очевидно. 
Предложение 4.2. Пусть Н-минорирующий 

конус. Функционал х-+- lf Pxll измерим по Борелю и, кроме 
того, sup llP~! < оо (где llPx'I = sup IPx(f)I). 

,Х l/f//=l 
До к аз ат ель ст в о. Пусть f н- сильно отрицатель-

ный эл.емент fl, а ч.исло "л>О т.а:ковоt чrо l ~-"лf н. Для 
любого fe:C(Q) ~имеем 'Лllfllfн:::=.;;;-llfllt::;;;;f 'И потому, учи­
тывая, что 'ЛllfllfнEH, получим Px(f)=p(f)(x);;::Лllfllfн(x). 
·из супераддитивности функционала Рх следует, что 
P:.:(f)~-Px(-f), и потому p~(f)~-'Лll-fll·fн(X). Таким 
образом, IPx(f) 1 :::=.;;;-"лllfllf н(х) <"лllfll llfнll. Следовательно, 

/lp)I·= sup IPx(f)I< Лllfнll· 
flfl/~l 

Так как Q- метризуе:мый компакт, то C(Q) - сепа­
рабельное пространство. Значит, для всякого е >0 вы­
полняется соотношение 

00 

We =: {х Е Q: llP)I< е} = n {х Е Q: IPxUп>I <-е}, 
n=l ~ 

где (/n) -это сче_тное всюду плотное подмножество 
единичного шара· пространства C(Q). Следовательно, 
We - борелевскос множество. Предложение доказано. 
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} 

П1редложе;н1ие 4.3. Пусть Н-минорирующий 
онус. Положим (сонf) (x}=sup {rp(x) :rpEP(H), rp~f}. 
огда (сон/) (х) =px(f) для всех XEQ и feC(Q). Кроме 

того, для любой положительной меры µ имеет место 
соотношение 

µ(сонf) =SUp {µ(rp) :rpEP(H), rp~f}. 

Доказательство. Прежде всего, для каждых 
XEQ, rpEP(H), rp~f имеем: 

rp (х) = (сонrр) (х) =sup {h(x): hEH, h~rp} ~ . 

. ~sup {h(x):hEH, h~f}=p:1/f)~ (4.1) 

.~sup {rp( х): rpEP( Н), rp:s;;f} = ( сонf) (х ). 

Переходя к супремуму в левой части ( 4.1), получим 
(coнf)(x):::;;px(f)~ (сонf)(х), откуда следует, что Px(f)= 
= (сонf)(х). 

Перейдем к доказательству второй части предложе-
ния. Положим a=sup{µ(rp} :rрЕФ}, где Ф= {rpE 
ЕР(Н) :rp~f}. Выберем последовательность fPnEФ таw 
кую, что µ(rpn) ~сх.. Так как множество Ф фильтруется 
вправо по отношенJ:iю порядка, можно считать, что по­

сл·едователь~ность (rpn) монотонно возрастает и потому 
· ·по·точ~ч.но сходится к tНекоторой фу.нкции f :::;;icoнf. По тео-
1реме о монотонной .сходJимости [32] µ(f) =а. Покажем, 
что µ(f-coнf) =0. Допустим противное, тогда множест­
'ВО {xEQ: (сонf) (х) > f (х)} имеет положите:r~:ыную меру. 
Следовательно (напомним, чтоµ- регулярная мера), най­
дутся вещественные числа е>О и r такие, что множе· 

" ст во 

. {xEQ: сон(f) (х) >r+e, f (х) <r} (4.2) 

им.еет положительную меру. Множество ( 4.2) содержит 
компакт Q' положительной меры и для каждой точки ,...., ,.., 

. xsQ.' найдется функция rрЕФ такая, что rp(x) >r+e. 
Так как множество Q' компактно, можно выбрать конеч-- ,.., 
.ное число функц'ИЙ rp1, •.• , fРвЕФ таких, что для каждого ,..... 
XEQ' найдется fРл (k= l, ·2, ... , s), удовлетворяющая не--равенству fРв(х) >r+e. Пусть 'Фв -Функция из Ф, мажа-- -рирующая fPAVФiV ... VfPв· Для всех XEQ' имеем 'Ф1~(Х) > ,.., ....., 

>r+e>f(x)+·e~(P1t(x)+в и, кроме того, 'Фk~fРл· С.п~-
дователь1но, 

а;;;эµ('i'А) ;;эµ(~1~) +eµ(Q'). (4.3) 
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1 

Можно считать, что последовательность (µ ('Фн)) сходитсW 
Так как 1im µ ('Фн) =а, то, переходя iВ ( 4.3) к пред-елу. 

k 1 

nолучае:м противоречие. Значит, µ(сонf) =а., что и требо~ 
валось доказать. 

Установим основной результат этого пункта. 
Тео1ре.ма Ха1рди - Л·иттл1вуда - Полма. 

Пусть Q - метризуемое компактное пространство и Н -
мuнорирующий конус в С (Q). Тогда Н обладает свойст­
вами (Н. L. Р.) и (R. L.). 

До к а з а тел ь ст в о. Пусть µ, v -. положительные 
меры из С' (Q), причем µ>v. Покажем, что µ является 

н 

слабо иэмеримым Н-распространением v. 
Определим функционал р: C(Q) -+-R форму.лай 

р (f) = S р х (f) dv. -
Q 

Отметим) прежде всего, что данное опреде.пение коррект­
но, ибо функция р (f) полунепрерывна снизу. Функционал 
р супераддитивен и положительно однороден, что выте­
кает из предложения 4.1. Кроме того, функционал р не~ 
прерывен, т. е. суперлинеен, так как 

)р (f)\ < sup IP (f) (x)1 v (Q) ~ sup \\р ~1 · llЛ\ v (Q). 
xE.Q х 

Используя предложение 4.3 и привлекая условие µ>v, 
н 

получаем 

µ (f) > 5 Px(f)dp, = µ (сонf) = sup {µ(ер): ер ЕР (Н), ер~ 
Q 

~f} >sup \v(~): ~ЕР(Н), ~~f},= v(coнf) = p(f). 

Таким образом, функциоиа"11 µ спорен к супер.линейному 
функционалу р. По теореме Ш трассена, условия которой 
выполнены в силу предложения 4.2, найдется слабо изме­
римое отображение х ~ Тх. компакта Q в совокупность 
борелевских мер C'(Q) такое, что 

µ (f) = s Т х (f) dv (f Е С (Q)) 
Q 

и, кроме, того, функционал Т.х опорен к функционалу р$. 
В частности, для f';;эОимеемрх{f);;эО, т.е. Tx(f)';;эfix(f)~ 



~О, а для всех hE.H имеем T~(h) ~P~(h) =h(x). Таким 
образом, теорема доказана. 

3 а меч а ни е 1. Не следует полагать, что существуют 
нем1инорирующие кону1сы Н, обладающие овойст,вом 
(Н. L. Р.). В 'Са\мом д·еле, если Н- нем.инорирующий 
конус, то Н не содержит внутренних точек конуса отри­
цательных функций. Отсюда, в частности, следует. что 
найдется положительная ненулевая мера µ такая, что 

µЕН*. Та1к как для любой Я-выпуклой ·Функции f имеем 
µ(f) ~sup µ(h)·~O, то µ>О. С друоой стороны, если 

hEuf Н 

µ~О, то µ=О. Таким образом, теорема Харди-Литтл~ 
н 

вуда -Полна дает (в слу1чае метри.зуемог:о компакта) 
необходимый и достаточный признак свойства (H"L. Р.). 

3 а меч а ни е 2. ,Выше .было установлено, что свойст" 
во.м (R. L.) обладает любой замкнутый конус Н в C(Q) 
(теорема 1.1). Теорема ха.рди - ЛиттлiВуда - Полна ПО· 
казывает, что условие замкнутости конуса Н в метризу­
емом случае можио заменить требован.нем минорирова­
·ния. Замет,им та1кже, Ч'то из замкнут.ос'Т\и Р (Н) не следует, 
вообще говоря, замкнутость Н, в то же время, по предло" 
жению 1.3, если Н- минорирующий конус, то конус 
Р (Н) замкнут. 

5°. Примеры декомпозиции. Здесь представлены ти­
пичные результаты, основанные на технике декомпозиций. 
Ос_новное вниман·ие уделено исследованию различных 
классов выпуклых множеств. При этом существенно ис­
пользуются сведения из геометрии выпуклых поверхно~ 

стей (-см. Приложение II). . 
Пример 5.1. Пусть Q - компактное выпуклое подмно­

жество локально выпуклого пространства V, А ( Q) ~со· 
вокупность непрерывных аффинных функций на Q (т. е. 

А (Q) = V'I q+R). Относительно того, обладает ли конус 
А (Q) свойством (Н. L. Р.) или нет, в общем (не метри· 
ческом) случае ничего не известно. Однако, как и каж­
дый замкнутый конус, А ( Q) обладает свойством Решет­
няка-Люмиса. Таким образом, имеет место 

Т.е орем а К арт ь е- Фе л л а - М ей е. Пусть ·µ, 
''-' - положительные меры на Q. Тогда 

S fdµ > .f fdv 
Q Q 



- f 

оля любой выпуклоu функции f в том и только в том tлу{. 
чае, если 

µ ~ v. 
A(Q) 

Пример 5.2. Пусть illn - конус следов (вещественно" 
значных) сублинейных функционалов "на сферу направле. 
Н1ИЙ Zn (см. пункт 1.4). Сохраним символ Rn за подпрост­
ранством следов на Zn линейных функционалов над Rn. 
Это подпространство можно рассматривать ,как конус в 
С(Zп): Тогда ~n·=P(Rn, C(Z 11 ), .Rzn). Конус Rn обладает 
свойством (R. L.). Таким образом, получается следую~ 
щая важная при исс.педовании экстремальных геометри~ 

ческих за.да·ч 

Теор е м а 5.1. Пусть µt v - положительные меры на 
Zn. Неравенство 

J pd µ > .f pd:v . 
Zn Zn 

справедливо для любого сублинейного функционала р в 
том и только в том случае, если 

. µ > v. 
Rn 

На основе этой теоремы устанавливается следующий 
полезный в приложениях факт, формулировка и доказа­
тельство· которого существенно опираются на сведения, 

изложенные в Приложении 11. 
Те о рем а 5.2. Для каждой александровской меры Jt 

найдутся последовательности (µт) и (vт) положительных 
дискретных мер, широко сходящиеся к µ, причем такие, 
ЧТО µ.т > µ.)> '-'т• . 

я.п я.п 

До к аз ат ел ь ст в о. У становим только существо­
вание последовательности (µт), так как утверждение о 
су.щесТ1Вован.и.и (vт) проверяется аналогичным способом. 

По теореме Алексащдрова определяется выпуклая -по­
верхность r та·кая, что µ - ·это поверхностная функция 
µ (t) фигуры r. Применив теорему аппроксимации много­
гран-н~иками, .найдем последователыно.сть много!'ранни­
ков (tm.), сходящуюся к r, такую, что 2t:::>tт:::::>r. Известно, 
·что"меры µ.".-=·µ (tm.) ~дискретны, ··положительны и, кроме 
того, последовательность (µm.) широко сходится к µ. 

&4 



Покажем, что µт·~ µ. Для этого достаточно пров~­
Rп 

рить, что µ".(h)~~t(h.) для вс.ех hei\11· Заметим, что 

µт(h) =nV1(Xm, Xh); 

µ(h) =nV1 (t1, th). 

где х1~-ОП1ределеиная по теореме Минков-скоr.о-Фенхеля 
фигура с опорной функцией h, а V1 - смешанный объ·ем. 
В· силу монотонности смешанного объема имеем У1 (:rm, 
rh).~ V1 (t, .rh). Теорема доказана. " 

Пример 5.3. Пусть Н - замкнутый конус в простран-
стве Rn. Рассматривая элементы Н как .,т1.и.нейные функцио­
налы над Rn и отож1дестшляя л1инейный фун.кционал с 
его следом на сферу направлений Zn, будем считать /-{ 
конусом в С (Zn). Можно показать, что (ripи стандартном 
отождествлении) конус Ш(Н) совпадает в данном случае 
с конусом всех выпуклых компактов, содержащихся в Н. 

Опишем поляру к конусу 58(Н) (или, что то же самое, 
к Р ( Н)). ИспользоватЬ·'Теорему Ха рди-Литтлвуда-По­
лиа в данной ситуации нельзя (как нетрудно видеть, Н 
не обладает свойством (Н. · L. Р)) .. Однако Н обладает 
свойством Решетняка - Люмиса и поэтому· требуемое 
описание дает теорема 1.1. 

Приведем лишь одно rеометр1ическое следствие этого 
факта. 

Теорем а 5.3. Пусть t1, •.. , xn_ 1, ~ 1 , •.. , ~n-I задан­
ные выпуклые поверхности в Rn и Н - подпространст­
во Rn. Для любой выпуклой фигуры 3, лежащей в Н, 
имеет;. место неравенство 

V (t1, ... , Xn-l, б) ~ V (~1, ·. ·, ~n-1' б) 

в том и только в том случае, если 

µ( Х 1, · · ., Хп-1)~µ(~1' · • ., t>п-i} 
н 

(здесь V и µсоответственно смешанный объем и смешан­
ная поверхностная· функция) . 

. до к аз а тел ь ст в о. Достаточно заметить, что 

v ( х 1' ••• ' х n-1 t s) = + s sdµ ( t 1' ..• ' r n-1 ); 

Zn 

V ( ~ 1' • • • ' ~ п ...-1, З) = + J 3 dµ ( ~ 1' • • · , i) п-1), 
Zn 
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и применить теорему 1.1 (па помним, что ~, в частности, 
функция х -? max(l, х)). 

lE 3 
Пример 5.4. Пусть К. воспроизводящий замкнутый 

конус в Rп и N - совокупность следов на К* ПZп элемен­
тов К, рассматриваемых как функционалы над R.n. Иэ 
примера 1.2.5 видно, что N -~выпуклые множества отож­
дествляются в данной ситуации с выпуклыми К.*-нормаль­
ными подмножествами К. l\онус N не обладает свойст­
вом (Н. L. Р.). Однако N обладает свойством (R. L), 
т. е. справедлива 

Теорем а 5.4. Неравенство 

S Udµ > S Udv 
К*ПZп К*ПZп 

справедливо для любого выпуклого замкнутого К*-нор­
мального множества U из К в том и только в том случае, 
если 

µ~v. 
N 

Пример ~.5. Пусть пространство Rn-l реализовано как 
гиперподпространство Rп. Найдем функционалы, линей~ 
ные относительно операций Минковского и положитель­
ные на множестве конических пирамид, основания кото­

рых лежат в Rп- 1 , а вершины на (ортогональном) луче 
L= {аеп:а~О}. По определенJJЮ коническая пирамида _, 

является выпуклой оболочкой некоторого элемента Шп-l _, 

и точки луча L. (Здесь ~n-l есть множество выпуклых 
компактных подмножеств Rn, .пежащих в гиперподпрост­
ранстве Rn-l). Таким образом, применима теорема де-
композиции, т. е. справедлива · 

Теорем а 5.5. Пусть µ, v- неотрицательные меры на 
Zn. Неравенство 

Х r dµ, > S r ·dv 
Zn Zn 

имеет место для любой конической пирамиды в том и 
только в том случае, если для . каждой меры O~v1 :::;;;v ,...,. 
найдется мера 0~µ1 ~µ такая, что µ1 - v1 Е5Вп-1 и 
(µ-µ1) (еп) ~:(v-v1) (еп). . _, 

Заметим, что поляра конуса 51\n-l также может быть 
найдена с помощью техники декомпозиций (см. при· 
мер 5.3). 
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При.мер 5.6. Назовем m·эдром многогранник в R'\ 
яв.пяющийся выпуклой оболочкой не более чем т точек. 
Пусть Мт - множество всех т-эдров. Обозначим ч·ерез 
Мт коническую замкнутую оболочку множества Мт в 
пространстве выпуклых множеств. Элементы Мт назы­
ваются m·эдронами. Таким образом, m·эдрон есть «Не· 
прерывная положительная комбинация т-эдров». В слу­
чае m=2 получаем известные полиэдроны (см. [64]), т. е. 
«непрерывные положительные комби·нации ·01·резк.ов». 
Ниже дается характеристика опорных функций т-эдро­
нов. 

Прежде всего, для любых точек х1 , ••• , XpERn и .чис-

ла k через Sk(x 1, ••• , хр) обозначим 1\filожество, опреде­
ленное следующим образом. В Sk (хн ... , хр) входят на-

k р 

боры (у1, •.. ,yk)E(Rn)k такие, что ( 1) ~ Ys == 2} Х5 ; (2) для 
S=l S=l 

любого разбиения множества {1, 2, ... , k} на т непересе-
кающ~Ихся подм·ножеств /1, ... , / т имеем ~ у1 Е [О, х11+ 

. jeE.ls 

+~ .. +[О, Хр] щ.пя всех S=·l, ... , т (здесь [О, х] - отрезо~, 
соединяющий начало координат и точку х). 
· Теор е .м а 5.6. Выпуклая фигура r является т-эдро­
ном в том и только в том случае) если для любых точек. 
Х1, ... , XpE.Rn, числа k и крайнего элемента (У1, ... , Ул) 
множества Sf: (х1 , •.. ,хр) 'Справедливо неравенство 

р k 

~ i (xs) > ~ r (у~). 
s=l s=l 

Эта теорема является развернутой формой следующе­
го факта, непосредственно вытекающего из теоремы де~ 
композиции. 

Теорем а 5.7. Пусть µ, v- положительные меры. 
Неравенство 

S i d~ > .f r dv 
Zn . Zn 

справедливо для любого т-эдрона t в том и только в том 
случае, если для всякого разбиения {v1, ••• , vm} меры v 
найдется разбиение {µ 1, ••. , µm} меры µ такое, что 
Ltя(Z) =vл(Z) для л1обого ze.Rn (k= 1, ... , m). 

Наметим доказате.лыс'Гв.о теоремы 5.6. Я1сно, что rе.м т 
в том и то.пько в том случае, если µ (t) ~О для всех 

87 



µЕМ~. В силу теоремы 5.3 можно ограничиться дне~ ,...,. 
кретными мерами из Мт· Применение декомпозиционного 
критерия к дискретным мерам и приводит к теореме 5.6. 

Следующие два примера посвящены приложению тех-.., 
инки декомпозиции для изучения связен между операция-

ми Минковского и операциями взятия выпуклой оболоч­
ки объединения и пересечения в конусе тп выпуклых ком· 
пактов чис.повоrо пространства. (Эти вопросы связаны, 
например, с интерполяционными теоремами [ 127]). 

Пример 5.7. Пусть S1, ••• , Sт- выпуклые симметрич. 
ные относительно нулЯ тела в R11

• Пинскеровской оболоч­
кой n (S 1, • •• , Sт) множеств S1, ••• , Sm называют наимень­
ший замкнутый конус в пространстве выпуJ{лых множеств 
[1Dn], содержащий S1, ... , Sm и, кроме того, замкнутый 
относительно операции взятия выпуклой оболочки объе­
динения. 

Напомним, что конус выпуклых компактов является 
условно полной структурой (:гл. I, пункты 1°, 2°), причем 
инфимум ограниченного снизу семейства (множеств) 
совпадает с пересечением, а супремум ограниченного 

.сверху семейства с замыканием выпуклой ободочки объе-
д1инеиия элементов Этого семейства. В связи с этим, ис­
пользуется запись /\ и а вместо n и а (если n и а-::/= 0) и 

а а а 

V И а вместо со ( U ·и а)· ( еслм U И а ограничено). Напом-
а а а 

ттим, что, как было отмечено в главе I, пуН'КТ 4°, при 
рассмотрении пространства выпуклых множеств (и ко­
нуса выпуклых множеств в нем) отождествляются и 
обозначаются одним символом выпуклый компакт, его 
опорная функция и след этой функции на сфере наврав·· 
лений Zn. -- . 

Теорем а 5.8. Выпуклая фигура S (S::;Ь,{0}) входит 
в n ( S 1, ..• , Sm) в том и только в том случае, если для 
любых не равных нулю одновременно векторов х1 , 
... , Xpe.Rn имеет место включение 

Доказательство разобъем на этапы, упомянутые пе­
ред теоремой .5.6, и проведем, подробно для поясненин 
типичной идеи· П·о.пучения такого р·ода .результатов, 



· Предложение 5.1. Множество Se=~n вхоd,ит в 
n (S 1, ••• , Sm) в том и только в том случае, если ~t (S) ~ 
~v (S) для всех положительных мерµ и v таких, что для 
каждого разбиения {v1, ... , vp} найдется разбиение {µ1, 
... , µр} меры µ, обладающее тем свойство.м, что 
µ1t(S1) ~v8 (Si) (i= 1,.", m;. k= 1, ... , р). 
До к аз ат ель ст в о. Множес:гво n'(S 1, ••• , Sш) _" 

это замыкание к"Онуса Н-выпуклых функций, где Н = 
= {~ (j,,kSk: ak >о}. Требуемый результат- это расшиф~ 

k=l . 
ровка тривиального соотношения 

(Se:n(S1, ... , Sm)-<=>-Se: (л(S1, ... , Sт) )**) . . 
Предложение 5.2. Множество Se:Шn входит в 

л(S 1 , ••• , Sm) в том и только в том случае, если для лю-
Р • 

бых векторов Х1, •.. ' Хр, у из Rn таких, что ~ si (xk) ~ 
• k=l 

~Si(Y) (i= 1, 2, ... , т) выполняется неравенство 
р 

~ S (х k) > S (у). 
k===l 
Не о б ход им о ст ь следует из того факта, что 

р 

~ 1xk) в xk - lul в У Е (л (S1, ••• , Sт))*. 
k=l -

\xkl \У\ 
~ 

(Здесь·, ·как обычно, ] · ·1 еткл,идова длrииа; ее.ли х=О, то 
п-о оп;ре.делению в х =0.) 

iXi ' 
До ст ат очно ст ь. Пустьµ~ v. Заметим что отоб-

н ' 
ражения 

г~ µ (z), 
(z Е (Rn)' = · R11) 

z~ v (г) 

есть линейные функционалы, так что при некоторых 
и, ve-:=Rn имеем µ (z) =(и, z) и v (z) = ( v, z) для всех 
ze:Rn. Положим 

µ 1 = µ + mes -t- lиl в и + lvl в v = µ1 + lvl е v • 
' - - -- ,...__, 

IЩ tVI J:.il . -
µ2 = v + rnes + fv1 в о + lиle и = P't + lиl в и -·- -- __ , 

vl lut 1u1 
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-где mes лебегова мера на Zn. Отметим, что меры µi (i= 
= 1, 2) являются александровскими. Пров~рим, напри~ 

мер, что такова мера µ1. -Ее положительность и невырож~ 
денность очевидны. Покажем, что мера ,71 инвар,иантна 
относительно сдвигов. В са мом деле, для i = 1, .. " , п 
нмеем 1 

J eidµ1 = .f eidµ \- J e;d mes - (ei, и)= (ei, и) - (ei, и)-== О. 
Zn ztt Zn 

Применим к µ1 и µ2 теорему 5.3 и найдем последователь~ 
ности (µН ( i = 1, 2) дискретных мер, широко сходящиеся 
к µi, причем такие, что µf ~ µ1; µ2 ~ µ~. Положим 

Rn Rn 

t -t 
µ 1 = µ 1 + lvl в u ; 

lv r 

--1uf 

Пусть S-произвольный элемент зi:(S1, ... , S.m). Так 
как SESI\n и µ1>µ2, то 

н 

µf (s) = itf (:S) + s (- v) > J.t1 (s) + s (- v) = µ1 (:S) > 
> µ 2 (s) + s (-и)>µ~ (s) + s (-и)=µ~ (s). 

Таким образом, по предложению 5.1 µ{ ~ ~t~; так как 
н 

меры µi и µ~ дисюретны, то :взя1в ·разбиение µ~ на то­
чечные нагрузки и применив условия . доказываемого 
пред.пожени я, найдем, что µi ( S) > µ~ ( S). Поскольку µi 
есть широкий предел ( µЛ, то µ1 ( S) ~ µ2 (S). СледовМ'ель­
но, µ(S)~v(S) для любыхµ и v таких. чтоµ~v. В с.и· 

н 

лу предложения 5.1 SEзi: (S 1, ••• , Sm). Предложение до-
казано. 

nn 

1 Здесь ~ ниже е1 , ••• , е п - J<аноничесJ<ий базис Rn, т. е . 

. e;=(O,O,.",O,l,O,".,O) . . 
i 



До к аз ат ель ст в о теор ем ы 5.8 немедленно сле­
дует из предложения 5.2 и формулы двойственности ка­
либровочных и опорных функций. 

3 а м е ч а н и е. Попутно было доказано следующее 
важ111ое свойство. Ее.ли ff - конус в К-по.пулинеа.ле ~n 
выпуклых компактов числового пространства Rп, то мно­
жество .дискретных ~мер широко плотно в Н*. 

Представление, полученное в теореме 5.8, позволяет 
вывести ряд следствий. Напр.имер, ' 

С.пед ст в и е 1. Выпуклая фигура S входит в 
n(S1, ••• ,Sm) в том и только в том случае} если 

S = /\ ~ llx Jls• [ · 81 V . . . V s т ]' 
(xi" · .,xp):;t=O k=l ± Jlxkll о f /jxkJI о 

k=l S1 k=l Sm 

(5.1) 

где пересечение (\ берется по всем ненулевым наборам 
векторов (х 1 , ... , Хр) Е (Rn)P. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если множество S допускает 

представление (5.1), то ло теореме 5.8 SEn (S1, ••• , Sт). 
Наоборот, для ка~дого S из n (S 1, ••• , Sm) имеем 

S ] [ S 1 S ] ,_ . . . V Р т -< (\ jJx\lso )Jx/) • V ... V JlxJJ т = S. 
~ 11х 11 x:;t:o so so 
,..::... 1 k so 1 т 

k=l т 

Итак, S ~S. С другой стороны, длн каждого ненулевого 
вектора ZERn имеем 

S (z) ~ S (z) < l/z1Jso [11~;0 V ... V ll'j~; ] (z) = l~!l.so = S (z). 
1 . т 

Гаким образом, S=S. 
3 а меч а ни с. Попутно было доказано, что каждый 

элемент SEn(S1, ... , Sm) допускает представление 

S ~ ·- ;\ l/xj/s 0 
[,1:r1 

\j " . V ~~"' ] . (5.2) 
x:;t:O !1

5
0 , 5о 
1 т 



В частности~ отсюда вытекает соотношение 
......... 

S1 + S2 = Do [~llsf + Jxilsg]. [11~;f v,~;;} 
которое следует рассматривать как уточнен·ие предложе­

ния 1.6.3. 
-в даль·нейшем чер-ез ~nS обозначаеТ1ся множество, со· 

держащее симметричные относительно нуля телесные вы­

пуклые компакты, а также нулевое .множество {О} (т. е. 
М!fОЖестsо всех шаров Минковскоrо). 

Следствие 2. Пусть L замкнутое множество в mnS, 
с любыми двумя элементами содержащее выпуклую обо­
лочку их об?Jединения, пересечение этих· элементов и 
элемент ar (а~О) вме,.сте с любым своим элементом r. 
Тогда L является конусом. 

,Пример 5.8. Представляет интерес развить технику, 
изложенную в предыдущем примере, для конусов, замк­

ну·rых относительно операции пересечения. Непосредст­
венно применить теорему декомпозиции здесь нельзя, так 

как пересечению фиrур не соответствует в общем случае 
поточечный минимум их опорных функций. Однако де­
композиционный подход с некоторыми модификациями 
приводит к нужному результату. 

П р ед л о ж е н и е 5.2. Пусть М - за.Аtкнутый кон~с в 
mns, замкнутый относительно /\ и" такой1 что множество 

s = л s 
У sем S(y) 

S+{O} 

телесно (здесь у-ненулевой вектор из Rn). Неравенство 
т 

~ S (xk) > S ~у) справедливо для всех Se:M в том и 
k==l . 
только в том случае, если найдутся точки z1, ••• , z.,,. та-

т ~ 

кие, что ~ zь. =у и, кроме того, S (xk).~S (zA) для всех 
k==l 

Se:M. 
До к а за тел ь ст в о. I-Iуждается в проверке лишь 

необходимость приведенного условия. Для простоты рас­
смотрим только случай,· когда множество S 11 телесно для 
любого-ненулевого у. Положим K=maxlxl и, кроме того, 

, , xESy 
т 

µ1 = lx1l в х1 ; Р1 2 ·=---= ~ lxkl 8 xk ; 

lxi 1 k=2 . fXk\ 
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И= {(v1, v2) Е С' (Z.) х C'(Z.) : v1 > О, v, > О; 

lv1ll, !v2ll <К; . in ld ( V1 + v2) = (l, У) (l Е Rn) }; 

Й u+M*XM*. 

-Нетрудно проверить, ч·то И непустое выпукло~ широко 

замкнутое множество. Допустим. что (f11, }12) Е U. По тео­
реме отделимости найдутся функции S1, S2E: С (Zп) такие, 
что 

· JJ.1 (s;) + µ2 (s;) < "1 (s~) +"я (s~) + f 1(s~)+f1 (s;) 
(5.2) 

для всех v1, vzE U и f 1, f 2ЕМ*. Отсюда слер.ует. что 

s;. s;e=M; s;, s;*{O}. Положим 
s' 

S1 = (s; л ~;)(у); 
s' 

S2 = ( s; л ~;) (у)° 
Пусть V _:..некоторая грань в Sf V S~, содержащая у, 

т. е. пересечение множества Sf V sg с некоторой гипер­
плоскостью, проходящей через точку у и выделяющей 

Sf V sg. Найдем меру v, сосредоточенную на множестве 
ех {V) крайних точек V ~И представляющую у, т. е. v~O, 
;(1) --1 и;(/) =l(y) (ye:Rn) (см. [159]). Пусть V1 = 

О ( О' =ех ( V) П S1; V 2 = ех (V)"'V1 V 2 с S2)· Напомним, что 
в данной ситуации множество ех ( V) ~ борелевское (см. 

[ 159])' а поэтому можно опред_елить мерыv1 = vlv1 и 
v2 = vlvi -следы~ на V1 и V2 соответ.ст.венно. Будем рас­
смат~ри·вать каждую функцию fe:C (Zn) ·как след положи­
тельно од:нородной функции на Rn и положим 

V1 :'f -?- s . f dv1; 
Hz'I =1 
s~vsg 

"2 = t-~ J t dv2; 
Zil 0 0=1 

S1VS2 

v=v1+v2. 
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Тогда 

v1 (1) = J lzl dv1 ~К; v2 (1) <К, 
llz11 

0 0
=1 

S1VS2 

так как S~ V sg с sz. Кроме того, для каждого .пянейного 
функционала l,. имеем v1 (l) +v2 (l) =~ (l) =l (у). Таким 
образом, ( v1, v2) Е И. С другой стороны, 

"(S1 /\ S2) = ~ (1) = "1 (1) + V2 (1) = .f S1 (z) dv1 + 
Vi 

+ .f s2 (z) dv2 = v1 (S1) + "2 (S2)· 
Vi 

Окончательно из (5.2) имеем: 

µ (S1/\ S2) ~ µ1 (S1) +µ2 (S2) <v1 (S1) +v2 (S2) = 
=v(S1/\S2) ~µ(S1 /\S2)· 

........ 

Полу,ченное противоречие оз•начает, что (µ 1, µ2) eU. 
Продолжая проведенный процесс по индукции (именно 
здесь используется сделанная в начале доказательства 

оговорка), найдем меры v1, ... , Vm такие, что lxkl в xk ~-

jXkj 
т 

- vk ЕМ* и, кроме того, !i v k (l) = (l, у) для всех leRn. 
k=l 

Обозначим через zk точку, представляющую vk, т. е. та-
кую, что vk (l) = ( l, zk). 

По теореме декомпозиции vk (S) > lzkl в zk (S) = S (zk) 

jZkl 
для всех SeM. Таким образом, z1, ••• , Zm -требуемый 
набор. Предложение доказано. 

В качестве приложения этого предложения выводится, 
например, 

. ~ е орем а 5.9. Пусть Н - замкнутый конус в mnS, 
замкнутый относительно /\, причем для всякого ненуле-

R S -- /\ s воео у из n множествtJ телесно. 
У sен, s+ {О} S (у) 

Тогда множество л (Н) замкнуто относительно операции 
/\, причем ненулевое множество S из тп входит в л: (Н) 
в том и только в том случае, если 

s :;;= /\ s (х) v' s s( )" (5.3) 
х*О S 0E.H О Х 
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До к а з ат ел ь ст в о. Очевидно, что каждый элемент 
Sе::л (Н) допускает представление (5.3) (см. прелставле­

Р 

ние (5.2).). Пусть S дано в виде (5.3) и !i S0 (xk) > So (у) 
k=l 

для в·сех S0e:H. В силу теоремы декомпоЗИlJiИИ, следует 
р 

показать, что ~ S (xk) > S (у). Поскольку конус Н замк­
k=l 

нут относительно операции Л и S 11 телесное множество, 
то по предложению 5.2 найдутся векторы z1, . : . , Zp та­

Р 

кие, что~ Zk= у и SD(Xя) ~S0 (zk) для всех So из Н. Так 
k=l 

как S допускает представлен.не (5.2), то S (x1i) ~S (z1i), 

следовательно, ~1 S (xk) > ~1 S (zk) > S (~1 zk) = S (у). 
Итак, Sе::л (Н). · 

Докажем, что л ( Н) замкнуто относительно Л . Пусть 
S1, S2е::л (Н). По указанному выше Sе::л(Н), если и 
только если S (x).~S (у) для всех х, у таких, что 
So(x) ~So(Y) для всех SDEH. Итак, пусть So(x) ~So(Y) 
для всех Soe::H. Рассмотрим (S1 Л S2) (х). Нетрудно по-

р 

казать, чт.о найдутся· векторы·х1 t ••• , Хр такие, чт.о ~ xk-::=x, 
k=l 

и, кроме того, (S 1 Л S 2) (х) = ± S1 (xk) + ± S2 (xk) 
k=l k=t+I 

(ср.авиите предложение 5.2). 
Для •ВСЯ:кдго S0 ив Н имеем 

~1 So (xk) > So (~ 1 xk) = So (х) > So (у). 
Следова·тельио, найдутся z1, ... , Zp из Rn, такие, что 
р 

~ Zk= у и, крюме того, Sc.(Xk) ~S.;э(Zя) для So из Н и 
k=l 
k=I, ... , р. Имеем S1(xk)~S1(zk) и S2(x~)~S2(zk), 
таким образом, 

t р t 

(S1 Л S2) (х) = ~ S1 (xk) -/- ~ S2 (xk) > ~ S1 (zk) + 
k-=-l k=t+I k=l 
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Итак, S1 ЛS2 входит в л(Н). Teьpefda доказана nол-
ностью. . 

СлеtдrСТ·В:Ие. Пусть 81 и 82-Шары из mns, а 
Q(81, 8 2) наименьший замкнутьtй.конус. в e!n8, содержа­
щий 8 1 • и 82 и замкнутый относительно операции /\. 
Тогда наименьшей замкнутой· подструктурой М (8 1, 82) 

в ~n, содержащей 8~1 и S2, является множество 
л(Q(8 1 , 82)). При этом ненулевое 8 вхадит в М(8 1 , 82) 
в том и толqко в том случае, если 

8 = Л 8 (х) V 80 • 
х+о S 0eQ(S1 ,S2) So (х) 

До к а з а ·тел ь .с ·т 1в о. Для доказательства достаточ­
s 

но за1метить, что множост.во 8 = Л · ~ телес-
У S 0EQ(S1,Ss) So(Y) 

Soтf={O} 

но мя ~всЯlкого у, 1н.ера.в·ного tнулю .. В ~самом дел·е, тогда 
л (Q (81, 82)) ::>М (81, 82). С ,щругой ·стороны, очевидно, 
что л: (Q(81, 82))сМ(81, 82). Не .нарушая общности, 
будем ~считать, ·что М1ножест.ва 81 .и 82 телес,иы. Пусть 
для определен.ности ll!AI о~ rи11 О· ВОЗЬ'Мем точку Z1E 

S1 S2 

E=S1 ЛS2, положим z = z'1/Y/ls~ и рассмотрим линейный 

оператор Y®Z : х ~ (у, х) z. За1метим, что для вся1кого 
лwней·ного оператора А: Rn~Rn и любого _множест.ва 
SEM (81, 82) ~имеет ме1сто инте~рполяцион1ное свой.сmо 
(1см. [ 44, 127] ) . 

l!A!ls< llAlls1 V llAlls.. . (5.4) 

(Здесь используется с.им!Вол 11 • 11 s для обозначения опе· 
раrорной нормы, т. е. функции A-э--llAlls=sup {!IAxПs: 
:хЕ8}. Доказательство соотношения ·(5.4) .легко усмот-

1реть из следующих геоме'Dричеоких условий: есл-и лs; с 
с 8~ и А8~ с 8;, то А (8; v 8~) с 8; v 8~; А (8~Л 8;)с 
с S~ Л 8~; А (s{+ 8;)с s;+ S~). В. чает.ности, ·ввиду то-
го, что . 

llY (8) ~ls = sup 1\(у, х) z[ls = sцр l(y, x)J flz'us = llY\ls0. • /[z{(s, 
xe.S xe.S 

из соотношения ( 5.4) получим 

1:y1/so (lz/ls < l!y ® z:ls а v J)y ® z!1s2 = lf y/ls о /{zffs 1 v l!y//so 1;z11s 2. 
' 1 2 

(5.5) 



За:метим, что По определению у и z :с!1·равед.л:и1вы соот. 
но.шения 

-
Таким об.разом, из (5.5) получаем, что для осякого 
Se:M (S1, S2) точка \\y\\s• zвходит в S. Следовательно, 
Si /\ 82 С (ly:ls• Sy• 
. 6°. Простейшие примеры н ... распространений. Здесь 
будут рассмотрены ~несколько п~ростых и важных ко'Ну­
со.в, облада~щ.их сJЭой~еТ1Вом Ха~рди - ~иттл!вуда - По­
лна. Более тонкие и сло:ж~ные ·П·риме:ры приме.нения тех­
.ни1ки расшросТ1ра1Нений,при.водяося ·в гл. 111. 

Пример 6.1. Пусть Н - замюиутый или ми1норирую­
щий· юонус в Rn; ~Векторы f, g положительны, п1риче~м 
g=FO . . 

Теор ем·а 6.1. Вектор. f Я-следует за вектором g в 
том и толь1ко в том сдучае1 если найдутся положительньtе 
векторы 11, ••• , ln такие, что l11.-елЕН*- (k=·1, ... , n) и, 
кроме того, 

п 

f = ~ (g, ek) lk 
k=I 

(е1, ... , en -канонический базис .Rn): 
Для ,п;оказательст1ва достатоЧlно заметИ1Ть, что tВ·екто­

ры l1, ... , Jn обладают указанными в теореме свойства­
ми tВ том и тол11ко в том ~случае, -если ~най.дет.ся Te:Spr 
(Е, Н), для которого 111.= Т*е11. (k= 1, ... , п). Существов::.­
Нiие такого оператора было · по.к·аза~но в пу1нкте 2° для 
замкнутого iИ .в пу.н:кте 4° для Мсино,р:друющеrо ,конуоов. 

Пример 6.2. IJусть Q - метр1изуемый ,компа.кт !В ло­
кально выпуклом 1Простра1ист;ве Х. Чер·ез А, .как обыч.но, 
обозначим 1М'Ножес11во 1нвпрерыв.ны1х аффинных фуrнкций 
на Q. Множесmо р (А) rCO.DПaдaerr 1С со.воку.пностью всех 
непрерывных выпуклых на Q фуюкций. 

Тео1ре1ма Ха~рди-Литтл;вуда-По ... 1иа-
Б лек у э л л а - Штейн а - Ш ер м а .н а - К. а р т ь е. 
Пусть µ, v-nоложит~льные меры из С' (Q) .. Следую­
щие утверждения эквивалентны: 

4 С. С. l<утвтепв.nзе, А. М. Рубинов 



( 1) µ (/) ~v (f) для любой непрерывной выпуклой 
функции f; 

(2) µ является слабо измеримым А·распростране-
наем v. 

Следствие. Функция fe:C (Q) выпукла в том и 
только в том случае, если Tf;;э:.f для любого монотонно­
го оператора Т, действующего из C(Q) в пространство 
ограниченных измеримых по Борелю функций и такого, 
что Th=h для любой аффинной функции h. 

Отметим, что из теоремы 2.1 следует менее тон·кое 
условие. 

П 1р ед лож ·е 1н rи .е 6.1. Функция f е:С ( Q) выпукла 
в том и только в том случае, если Tf~f для любого 
монотонного оператора Т: C(Q) -+В (Q) такого, что 
Th=k (he:A). · 

Пример 6.3. Пу1сть К - конус с выпу,юлым ~компакт­
ным •метризуе.мым оснава1нием а в локально 1вьtпуклом 

пространстве Х (т. е. а= {xe:l(:l (х) = 1}, где l -не·кото­
рый элемент Х'). Через L обо:з~нач.им совокупность ·еле· 
дов л:и~нейных •над Х фу~нкционалов ·на· о. Множество L 
я.вляется ~Векторным подпростра1нст,вом в С (а), содер~ 
жащим единицу (элемент J является следом функцио­
нала l, -ооре·де~Ляющеrо основание а), rИ потому L об~11.а­
дает ·овой1ст.вом (Н. L. Р.). I(:роме того, ~выше быillo по­
каза.но (см. приме;р 1.2.3), что множество P(L)=P(L, 
С (а)) состои:т из всех 1непре·ры1в·ных сублиней1ных фун:к~ 
ционалов, оrъределенrных на К (rочшее, из 1следов этих 
фу,нкционало·в на а). Та1rоим обrразом, устанаrвливается 
следующий фа.кт. 

Теор е .м а 6.2. Пусть К- конус с компактным мет­
ризуемым основанием а. Следующие утверждения экви-
валентны: . 

(1) µ(р) ~v(p) для любого непрерывного сублиней­
ного функционала·р, опреде..tенного на К; 

(2) µ является слабо измеримым L-распростране­
нием (по конусу L следов линейных функционалов 
на а). 

Пример 6.4. Пусть Н - МИ~норирующий замкнутый 
,конус 'В С ( Q), где Q - мегрм:чrекий. ~компакт, и 
S(H) -1наи1меньший замюнутый ~кону.с .в C(Q), я~вляю­
щ.иwся с~руктурой и ~содержащий Н. В:виду того, что ,в 
C(Q) выrпол.няются бесконеч:ные дист·р~и1буrгиrв·ные зако­
ны [ 41], 1ко1нус S ( Н) может быть получен ·как совокуп­
ность :в·сех Р ( Н) ... воr~нутых фун:кций. 
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Те о·р ем а 6.3. Пусть µ, v положительные меры из 
C'(Q). Тогда µ-ve:(S(H))* в том и только в том слу­
чае~ если для всякого разбиения {µ1, ... , µn} меры µ най­
дутся разбиение {v1, .•• , 'V'n} меры v и слабо измеримые 
операторы T1te:Spr (Е, Н) (k= 1, ... , п) такие, что 
µk ({) =v (Tf) (fe:C ( Q)). 
Д ·о ·К а.за тел ь ic таз о. Ко.ну.с Р (Н) замюнут ·по 11ред­

... 1·ожению 2.5. Следователыно, µ-ve:,(S (Н)) * !В том и 
только .в том ~случае, ес.т.1.и для ·всякого ·разбиения меры 
µ найде'Гся разбие~ние меры v такое, что µk-vke:(P (Н)) *. 
Так как Н -.минорирующий rК·о_нус, то Н о:бладает свой­
етвом (Н. L. Р.), что и требовалось доказать. 

3 а меч а ни е. В .случае ·произвольного 1:к.омпа1кта 
мож1но дать описание .поляры rк кон)'iсу S ( Н), ~например, 

" .в терминах деко-мJJозм-ции. 

Пример 6 .. 5. Пу1сть Q-.вы.пуклый компакт в л. ;В. 11. 

Х и L-1конус следов эле.ментов Х' :На Q. Пусть P(L) -
·конус Lhвыпуклых фу11кций. (Эти фу.Нrкци.и 1назы;вают1ся 
·су,б.пиней.ными ~на Q). 

Мож~но по1казать, что диак·реттные меры плотны ,в кo­
utyice [P(L)] *. Таки.м образом, вамечая, что конус P(L) 
за.мк1нут, п.олуча·ем peP(L) 1в том .и тольк,о ~в том слу­
чае, если v (р) ~О для любой диаюретной МеiрЫ ve 
e:[P(L)] *. ПредстаВ!ИМ v в .виде ,раз1но.ст.и не;нулевых 
положительных :диоюре1'1ных :Мер v=v1-'V2• И.з ·пу.нкта 2° 
видн.а, что 1найдет·ся 1мсхнотон1ный ·слаб.о измеримый опе­
ратор Т: C(Q)-+B(Q) такой, что Th~h (he:L) и 
v1(f)=v2(Tf) для всех fe:C(Q). И.ными словами, имеет 
м1есто 

П·ред.ложение 6.2. Функция pe:C(Q) является 
сублинейной на Q в том и только в том случае, если 
Тр~р для любого положительного оператора Т: С (Q) ~· 
~В ( Q) такого, что Т h= h для всякого линейного функ­
ционала h. 

Та1К1И·м образом, в да·н1н·ом случае, хотя конус L, во­
обще говоря, неми1но.рирующий, .но аналог те01ремы 2.1 
и~ет ме·сто .. По~д1веде,м итог сказа1нно1му .с.,т~едующей О·б­
щеи теоремой. 

·Теорем ~ 6.4. Пусть Н - замкнутый конус в С ( Q), 
причем та кои, что конус Р ( Н) замкl:lут и дискретные 
меры плотны в (Р (Н)) *. Функция f является Я-выпук­
лой в том и только в том случае, если Tf~f для всех 
Te:Spr (Е, Н). 

7°. И-максимальные м1еры. В этом пункте познако­
мим1ся .с эле~ме,нта·ми теоiрии Шоке для Н-1Выпуклых 
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фу!!:кций. Истор·ачес.hи эта теория возци,кла из проблемы 
вы1мета.ния 1в теорий потенциала, oДIJiaкo, д:ля на1с тео­

р!ИЯ Шоке предс:гавляет интер·ес, .гла~:в~ным образом, в свя-
3И с тем, что ·ра3\ВIИ1В.аемый в ней подход п.р1иводит к од­
ному важ~ному Сiпособу за~ания Н-.вы,nуклых функций. 

Основной :воо1ро.с те.ории Шок€ - это задача об ин­
;rеграЛьном представлении точек выпуклого (или, в на­
ше.м случае, Н-mыпукJ.Iого) юом~пакта ~ .помощью 1ве·роят­
ност.ных мер, 100.среJJ.оточен1ных ~На юрайн.их точках этого 
компаrк.та. Излагавмые !Ниже ~результаты· частично мо­
гут быть извлечены из ,классичеекой теории Шоке, 
одна~ко, пред.почтительнее прямой путь, ооно:ван1ный на 
иопо.т1ьзовании суn~ремалыных конструкций. 
Аtппараrом тео1р~и.и ·шоке 1sш3ляюТ~ся · т.а.к ~Н·азы,ваемыс 

максимальные меры, т. е. ·меры, сосредоточенrные · .Jla 
крайш.их точках .вь11пу-клого •ком~па,кта. В ~ра.осматрпвае­
мой с·итуацИи под Я-максимальной мерой (где Я-не­
который 1кону,с в С ( Q)) поним.ает~ея 1ме:ра, мак,аим,аль-

, > 
на.я относ·И1'ельно у.порядоченности Н в множестве 

'}> 

подожиrельных мер, где µHv означает, что µ-ve.H* 
(H-H=C(Q)). . 

Тео1р е1м а 7.1. На !f.Онусе Н существуют Н~макси~ 
мальные меры в том и только в том случае, если конус 

Н минорирующий, при атом для каждой меры найдет­
ся мажорирующая ее Я-максимальная мера. 

Не обход ,им о .ст ь. П.у1сть µ ест,ь некоторая Н-,мак­
сималыная мера и ~кону.с Н ~не :пересекается с ~В.нутреи­
ностью. конуса отрицаl'Гельных фу.нкций в С ( Q). Найдет­
ся ненулевая мера v такая, чт-q v(h) ;а:::.О для всех he:.H 
и, юр·оме rого, v (f) ~О для rв1сех f ~O. Следоват.ельно, 
-v~O. С другой стороны, (µ+v) (h) ~µ(h) для В·сех 
he.H. В силу Н-маrосимальности µ имеем µ+v=µ, т. е. 
v=O. Пол,уч~или. противоречие. 

Досrгаточ,ность. Пу.сть v~O. Положим S~.::: 
> 

={µ':µ'Hv}. Так }\аК кону;с Н ми:нор~ирующи.й, то в Н 
су.щосТ1Вует сильно отрицателыный элемент f н· Для него 
1най1дет~ся числ.о Л. >О та.кое, что t ~ -Л.f н 1и, 1следов(l:rель~ 
1НО, µ'(1) ~Л.µ'(-fн) ~Л.vt-·fн) :цр.и µ'e::S. Та.юимоб,р.аз.ам, 
м~Ноже.сrгоо S ела.ба .компа~к11но. Пу,сть Т- 1про·извольная 

> . 
цепь в S (в упорядочен!ИИ Н). Pac·C·MOTPtJ1M Т как се1ь 
по множес11ву и~нде~сов Т. Ввиду ком1пакт.ности S tНай-- . 
де1'СЯ мера µeS~ ЯВЛЯЮЩ3Я·СЯ 1П~ределом ШИфО·КО сходя-



IЦСЙСЯ подсети Т. Ме·ра µ есть ~верхняя rра1Нь т~. Таким 
об1разом, каждая це.пь в S оrраничена сверху и ·по лем-
7viе Цорна в S ес.ть макси·малнный ЭVIе.мент µ. Ме·ра µ 
я1вл Я·е'Dся тр·ебуемой Н-максимальной мерой. 

Теорема 7.2. Пусть Н-конус в C(Q). Мера µ 
.с~вляется Н-максимальноfi.. в том и только в том случае, 
если для каждой функции f e:C ( Q) справедливо соотно­
шение 

µ (f) = sup µ (h). 
h~f,hEH 

н: е об ход им о ·Ст ь. Пу~с.ть µ явля.еТ~ся Н-ма1к1сималь­
пой ,ме~рой. По ·теоре,ме 7.1 кону1с Н мино•рирующий и, 
следо.вателын·о, на С ( Q) определен ,ко,нечный фу,нк.цио­
нал q(f).=sup µ ( U1). 

Очевидно, что функциона.;1 q суперли~нее:н и, сл·едова­
тельню, я1вляется нижней огибающей опо1р~ных ,к нему 
фу~Нкциона.ло.в. Е1еv1и v (f) ~ q (f) для .в{j~"< f еС ( Q), 
то v~O и, к1роме тоrо, 'V(h) ~q(lt) =;µ(h) прм hE.H. 
Итак, v=µ, т. е. q(f) =µ(f) для 1в.сех fe=C(Q). 
До .ст ат о ч,н о ст ь. Пусть v (h) ~µ(h) для ;всех 

hEH. То.rда для каждого he:U1 имеем v(f) ~v(h), та.к 
что 

v(f)> sup v(h)'> supµ(h)=µ(f). · 
h,~,f,hEH h~f.fieH 

В еилу ~произвольн'ост,и f, меры v и µ совпадают, 
что :и юз.нач.ает Н-1ма,к~аимальиосrь .µ. Teo.pieмja дока.за.на~. 

А!нализируя доказатель<Ство 1'еоремы 7.2, приход.им к 
следующему 1важ~ному в п1рил1оже.ниях способу задания 
J1-1вы:пуклых фун.к-ций. 

1П ·Р ·И 'Н ц 'И п с о х :р .а н е ·в и я 'Н е р а \В е. н •С т 1В. ф унк­
ция f является Н-выпуклой относительно минорирующе­
го конуса Н в том и только в том случае, если для вся­
кой точки ZE.Q и меры µ такой, что µ~О .и µ(lz) ~h(z) 
(hEH), выполняется неравенство µ (f) ;;:;:f ( z). 

В .пункте 2° бы.по показано, -как Н-,выпу1клые функ­
ции можно задавать с .помощыо овойст;ва сохранения 
опе·раторных н~ра,в~нсТ1в (теорема 2.1). В с.11едую1цем 
пункт.е будет .продо"r~жено изуч-е.ни.е этого ·ВiOII1poca. 

Зiна,комя.сь с теорией Шоке, с.педует помн-ить, ·что 
д.,~я фун·кции f из С ( Q) 'СИМ1В·О.пом ·сон (f) обозначае"Dся 

1 Сравните с теоремой 2.1. 
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ото.браже,ние х ~ sup {h (х): h U1} ( = sup {ер (х): ер< f, 
ерЕ P(H)J). " 

Теор е·м а Мак об од с к о r о. Мера µ максимальна 
от:tосительно конуса !!-выпуклых функциt1: Р ( Н) ·в том 
и только в том случае, если µ (f) = µ (со:нf) для каждий 
непрерывной функции f. 

Не о-б х ·од и ·м .а •с.т ь. По теореме 7.l и пред.поже~нию 
4.3 имеем: 

µ(/) = sup µ(ер)= µ(x~sup {ЧJ(х): ep~f, 
fV~f.i:peP (Н) 

ер Е Р(Н)}) = ~i(x ~ sup {h (х): h ~f, h Е Н}) = µ (сонf). 

Д о ·С т а т о ч 1Н о с т ь. Е ел-и µ (еопf) = µ (f) , то 

µ (/) = µ (х----? sup {ер (х): ер~ f, ер ЕР (Н)}) = 

- sup. µ(ер). 
i:p ~f,i:pEP (Н) 

С.педова те.пьно, по теореме 7.2 ме.ра µ я·вляе'I'ся Р ( Н) w 

... 
мак сим альнои. 

В1ведем следующее опре.д.еление. Будем rово.рить, что 
точка z пр~инадлежит границе Шоке 1 Ch ( Н) конуса Н, 
если coнf(z)=f(z) для любой функции fEC(Q). По 
те·ореме Мако.бодского это оз:начает, что тоЧJка zECh ( Н) 
в т~ом ,и толь-ко в том случае, если мера Bz я1в.ляется 

Р(Н)~ма.к,аимальной (ил1и, что то же самое, Н~макси­
маv~ьной). 

Г~р·аница Шоке я.вVIяется одним из фу.пда~мента.пьных 
,понятий фу.нкциональ.ноrо а:нализа. Термины «.ми.ни­
маль.ная к.ольце.вая ~граница», «гра:ница Март,ина», 
«множе.ство реrуля-рности» 'и т. д. - это, в известном 

емысле, синонимы сл.01в «r~рани.ца Шоке» (для соответ.ст­
вующ.еrо конуса). Ниже nра:н.ица Шо-ке будет .и.зучена 
более детально. Здесь толь~ко укажем, что точка r·ран:и~ 
цы Шоке - это .а~налоr' .край.ней точки выпу1клого ,к.ом­
пакта. И,мен.н-о, по теаре.ме Бауэра [7] граница Шоке 
подпро.с'I'ра~wства аф·фи:нных функдr~й на вы.пу.клом ком­
пакте ,g .ло.каль~но выпуклом .про·странсТ~ве совпада·ет с 

м~ножеством ~край1них точек этог.о 1Компаiкта. 
Теорема Шоке о ·стр·оении мак.симальных м.ер ~выr.пя­

д1ит особе.нно просто для метриэуемых ,ком,пакто~в. В об-

1 Прави.1ьнес говорить «граница 1Vl.и~'Iьмана - Шоке» (С:\!., па­
I1ример, [124]), однако термин «Граница Шоке» более употребите.чен. 
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щем случае 1воз1ни.кают Т~руд.ности, преодоление которых 

требует более то1rrких топологичеоких 1рассмо'Dрений. 
Де.по в то.м, что .в 1неметризуем.ом ·случае :мпоже·с·тво 

крайн.их точек компакта 1нс обязано быть боре.певс1ким, 
а потому теряет смы.сл ф.раза «мера сос·ре.доте>чена на 
:vrноже·стве к1рай.них точек». Поэ·тому д.пя nр:ос.тоты оrра­
ничимея 1случае.м, в иэве·сТ!ном с.мы.еле похожим .на мет­

рический. П!режде 1В~сего, \Вiведем .нужные оп1редс.пе.н-ия. 
Нелр·ерывная ф)71нкция f назь~.ва·ется выделяющей 

Ch (Н), ес.,т1и f ше я,в.пяется Н-выпуклой функцией 1в точ­
.ках дол.однен:ия границы Ш1оке Ch (Н) (.н.ало:vr1н.и:vr, что 
Н-вылу;клость Я;вляет·ся локалыны.м лонятие·:м), .иными 
словам.и, ес.11.и Ch(H) = {ze:Q: сонf (z) =f (z)}. 

Конус Н н.азывают конусом Шоке, если его г.ра1ница 
Ш,оке Я;вляет.ся борел·евским множ·е!ством и суrцесr.вует 
выделяющая Ch(H) ф}'lнкция. 

Тео.рема Шоке. Пусть Н-конус Шоке. Тогда 
Р(Н)-максимальные меры сосредоточены на границе 
Шоке Ch (Н); при этом для каждой точки ZE.Q сущест­
вует мера µ, сосредоточенная на границе Шоке Ch(H) 
и такая, что µ(h) ~h(z) для всех hEH. 

До:казатель·ст~во. Пустьµ я1вляет.ся Р(Н)-.мак· 
оимальной мерой. По. теореме Макобод1скоrо µ(f) = 
=µ(·СОнf), где f-функция, :выде.ляющая Ch(H). Если 
б-эровское мн о жест.во А лежит в Q '"'-Ch ( Н), то, посколь­
ку Ch·(fJ) = {zEQ:coнf(z) =f(z)}, µ(А) =0. Следа~ 
ват.ельно, мера µ сос·редоточе.на .на бо·релевс.ком :мн.о~ 
жестве Ch (11). 

Вторая часть те.оремы док~зьrвается не(~1К~о.пьк.о слож­
нее. Та1к как rра·ница Шоке кону.са Н не пуста, то /-/ -
минор.И1рующий конус. З.нач.ит, по тео:реме 7.1 найдеr~ся 

Н-ма~к·си:маЛьная :мера µ такая, что µHez. По пр.и.ве­
денному дока.затель·ству µ сосредоточена на Ch (Н). 
Тео·рема доказа1на по.п.ностью. 

3 а меч ан и с. Теорема Шоке дает -исче-рпы1вающую 
ха-ра:ктеристику .ма~Кси.:ма.пьных мер. Де.по в том, что ме­
.ра, 1носите..,11ь которой 1содержи'Гся в лра.н-ицс Шпкс кону­
са Н, за.ведом.о я:в.пяе11ся Р (Н)-мак.симальпой (по тeo­
pe:vre Ма~кобо;:I_~с:кого). 

Клас!сическая теорема ilioкe выводится из приведен­
ного ре.зультата, ее.пи в .качсс'nвс функции, ~выделяющей 

" :\1нож.есТ1во краи1н.их точек, взять произ.вольную строго 

вог.нутую функцию, существование .которой ра~в.носн~11ь­
но метризуемо·сти исходного Пiрос11ра1нст1ва (.см. [ 159]). 
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Полученные результаты применим к изучению вы­
пуклых .по Фаню м1ноже.ст1В. Пусть У- топологическое 
nрос'Лра~н1с-'Гво, Н--с.одержащий кон.ста1нты ~кону.с непре­
рывных ·на У фулкций, а Q- ко:мпак11ное Н-,выпу.клое 
(ло Фа.ню) м1нож·ест,во. Иначе, 

Q = {z Е У : h (z) < sup h (х) для всех h Е HJ. 
xEQ 

·Пред.пожен.не. 7.1. Q={ze::Y:3µ~0:µ(h)~h(z) 
(he::H)}. 

До1казательст·во. Если h(z)~µ(h) для всех 
he::fl~ то . 

h (z) < sup h (х) · µ ( 1) = sup h (х). 
XEQ xEQ 

Суще.с'ГВОiВа.ние ·нуЖ~ной меры :для каждой точки ·Q сле­
дует .из теоремы 7 .1. 

Те о рем а Ф а н я. Пусть Q есть компактное Я-вы­
пуклое по Фаню множествоt причем Н- конус Шоке. 
Тогда Q является !!-выпуклой оболо~tкой границы Шо" 
.кеt т. е. 

Q= {ze:Y:h(z) ~ sup h(x) для всех hEH}. 
XECh(H) 

Д о к а з а т е л ь .с т в о. В клю чени е { ze: У: h ( z) ~ 
:::::;_;sup h(Ch(H)) }c:Q очевидно. Пусть zEQ. Тогда по 
теореме Шоке найдется сосредоточенная на Ch (Н) М€" 
ра µ такая, что µ(h) ~h(z). для ~Всех hEHt т. е. h(z) ~ 
~sup h(Ch(H)). Теорема доказана. 

Следств.ие. Если Q-компактное пространство и 
Н- конус Шокеt то sup h(Q) =sup h(Ch(H)) для лю­
бой функции he:H. 
До к а э ат ель ст ;в о. (Io теореме Фаня Q является 

Н-!вы.пуклой обол.очкой Ch (Н), т. е. 1i(z) ~ sup h (х) 
xECh(H} 

для лю.боrо ZEQ'и hE=H. .... 
В1ве.дем в зак.лючение одно полез~ное в приложениях 

понятие. Множос·т.во Bc:Q .называется границей конуса 
Hc::.C(Q), если sup h(B) ==sup h(Q) для ~всех hE.H. 

Предложе.ние 7.2. Граница Шоке Ch(H) содер­
жится в любой замкнутой границе конуса Н. 

До к а з а т с ль ст rB о. До пуст.им прот.иrвное, тогда 
найдется точка ye:Ch ( Н), не принадл·ежащая некоторой 
замкнутой Iiранице В. Пусть U - от.юрытая о~рестность 
т.очки у, .не пе~ресе.кающая~ся с В. По теореrме Уры.сона о 
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noJiiHOЙ ·регуля1р:ности ко.м.пак11ного простра.н1ст1ва найдет­
ся фу1нкция rpe:C(Q) та1кая, что ep(y)=l, O~ep(x)~l 
для в·сех xe:Q и ep(z) =0 для ze.Q"'U. Та:к как точка 
ye.Ch (Н), то ер (у) =~сон ер (у), т. •· найдется функция 

l 
he.H такая, что h~ep и h(Y)>ep(y)-2>0. Тогда 

sцр h(Q)~sup h~U) >0, ·С другой 1сто.роны, h(z) ~О для 
в·сех ze:B. П.олучен.ное ~противоречие до.казывает пред-
л.оже.н-ие. · 

Границей Шилова ка.ну.са Н называют замыкание 
г;ра:ницы Шоке конуса Н. 
Теор е'М а 7.3. Если граница Шоке конуса Н явля­

ется границей конуса Н, то граница Шилова конуса ll 
является минимальной замкнутой границей этого ко­
нуса. 

До I< аз ат ель ст ·В о. Очевидно, что замыкание 
)1НОЖе•СJТ1Ва, являющоегося nран,иц·ей, также будет гра1н.и­
цей. С другой сrороны, по П1ред.поже.н1ию 7.2 г1раница Ш·и­
лова содержится в любой замкнутой границе кону.са Н. 

Следет.вИе 1. Граница Шилова конуса Шоке Н, 
содержащего -1, является минимальной замкнутой 
границей этого конуса. 

С лед с т:в.ие 2. Если Н- это содержащее единицу 
замкнутое подпространство С ( Q), разделяющее точки 
из Q, то1 граница Шоке Ch (Н) является границей Н. 

До к аз а тел ь ·ст в о. Пу~сть h - произ~волыный эле­
мент Н. Из·вес11но [ 159], что найдется точ.ка xe:Ch ( Н) 
такая, что h(x)=suph(Q). Так как suph(Ch(H))~h(x) 
и, с друлой стороны, sup h(Ch(H)) ~sup h(Q), то 
Ch (Н) -:nра1ница Н. 

С .п ед ·Ст в и е 3. В условиях следствия 2 граница 
Ш алова это наименьшее замкнутое множество В, обла­
дающее тем свойством, что для всякой функции he.H 
найдется точ.ка z е:В такая, что 1 h ( z) 1 = llh 11. 

Приведем пример конуса, границы Шоке и Шилова 
которого не являются гра1н.ицами этого кону1са. 

Пример 7.1. Пусть Q={xERД-:fxl=l}, Н-{<ону.с 
сл·едав лиrнейных фуiнк.цио.налов над R2 на Q. Гtра,н.ица 
IIJoкe этого КО!н·уса соат.оит из д.вух точек е 1 и е2 • С д1ру­
rой .сrороны, ·фу~нкция ho:x~x1+x2 облада.еtr тем· свой-
ст.вом, что maxho(Q) = le1+e2I =1'2. . 

С дальнейшими свойствами границ Шоке и Шилова 
подпростра·нств С ( Q) .мож1но познакомиться ~в глаlВе VI 
монографич Фелп.са [ 159] и в .статье Бауэра [7]. 



8°. Uператоры, сохраняющие неравенства. В пункте 
7° бы.п ·рас-смотрен один способ зада·ния Н-:выпуклых 
функций в ·сдучае минор.и;рующсrо кояу1са Н, именно -
принцип сох·ра1нени51.. нера:венст1в. Ранее (•В пункте 3°) 
·надобное свойсТ1во Оь1..по от.:vrечсно для оnе1раторо-в. Бы.по 
по·казано, что фу,нкция f яв.ляется Н-выпуклой в том и 
rолько в то1м с.пучае, сс~1и д.пя .пюбоrо оператора 
Te.!f+(C(Q), B(Q)) так.ого, что Th-;:::h д.пя всех he.H, 
выпо"1!няет1ся ,пера1вен·ст1Во T[;?::f. П1ред1ставляет и1нтерес 
выя1снить, 1ка.кне оне~раторы, К1р.01ме тожде·сТ~венноrо, об­
ладают те.:\1 же свой,ст~во:\1, т. с. таковы, что Spr (Т, Н) = 
= Spr (Т, Р (ll)). Подобные о.пера торы мож.но наз.вать 
сохраняющи.м,и неравенства. 

Опише::\1 различные положительные меры, сохраняю­
щие неравенства (!!-выпуклости), т. е. ~Меры v такие, 
что .из условия µ (h) ;?::v (h) д"1я всех he.H следует вы­
пол:непи.е условия µ (f) -;;?;v (f) для ~всех f е.Р (Н). Ины.ми 
ело.вами, v сох1раняет нераrве·нс'flва, е·сли Spr (v, Н) = 
=Spr(v, Р(Н)). 

Повтарив ·рассуждения, приведенные ·В доказательст-
1Ве теоремы 7.2, получаем для ·минQрирующеrо ·конуса 
Н следующее утверждение. _ 

Т е о ·р е ·М а 8.1. Мера v сохраняет не равенства в том 
и только в том случае, если для всех fe.P(H) справед~ 
ливо равенство 

"(f) = sup v (h). 
h f,hEH 

Обозначи.:\1 через М .м1ножество ·сох1ра,няющих нера­
венства Н-,вы,пуклости ме~р. Через Ф ( М) обозна чи.м 1со­
воку~пно·сть ~всех от.об;раже;ний ер .из Q ·в М, порождаю­
щих .пинейные положи-тельные операторы Т'Р: С (Q) -1-­

~ В ( Q), определенные ~соотношение~м: 

T'Pf (х) =<р (х) (f) (xe.Q, fe.C ( Qj). 

О·ка.зывается, что iМ!НОЖест~во Т (М) опе·рато·рОiв вида 
T(f, где срЕФ (М), исчерпывает класс оператО'роо, юох1ра­
няiоur.их не.раве111с~ва Н-.выnуклосТrи. Точнее, имеет место 

Т-еоре·ма 8.2. Поло::ж:ительный оператор Т:С(Q)-1-­
~в (Q) удовлетворяет условию Spr(T, Н) =Spr(T, 
Р (Н)) в том ti только в том случае, если Те=Т (М). 

До,статочпо·ст·1,. Пусть Те.Т(М), т. е. T=Tqi, rде 
<рЕФ(М), и пусть T'e::Spr(T, !!), т. е. Т~ (h)= T'h(x) ~ 
~Т /t(x) (he=H). В силу тюrо, что ср(х) сохраняет не-ра-



" вен·ст1Ва, н:vrсем Tx(f):>cp(x)(f) (f.EP(H)), т. е. Т'Е 
Spr(T, Р(Н)). 
В.ключенис Spr(T, Р (Н)) c.Spr(T, Н) яесом.ненно. 

Таким образом, Spr(T, H)=Spr(T, Р(Н)). 
Не обход.им ость. П;:сть Spr(T, Н) =Spr(T, Р(Н)). 

Возьмем про:изво.льпую точку xe:Q, и пусть Тх - мера, 
определенная еоо-г.ношением f ~ Tf (х). По.кажем, что 
Т-х.ЕМ. Расо:мотрим оператор Т', дей1с1~вующий с.педую-
1цим ·опособом: · 

Т' f (х) = {Tz (f) z =/= х , 
µ (f) z = х 

где µ - положите.пьная ме1ра такая, что µ (h);;;:: Т~ (h) 
для В·сех hEH. ОчевидJно, что оператор Т' входит tВ 
Spr(T, Н) 1и, .следоват.ельно, T'e:Spr(T, Р(Н)), т. е. 
µ (f) ~ Tx(f) для ;вся,кой Н-1выпуклой функции f. Тео.р·ема 
доказа:на .ПОЛ!НОСТЫО. 

3 а :Меч а 1Н и с. Теорема 8.2 справедлива в случае 
произво.пЬ1ното, а не только М.ИJ!О·р.и1рую·щего ко.ну.са Н. 
Одна.к.о изучение ·сохраняющих .нера.ве.нства операторов 
в такой ситуаци.и лишено особого ·интереса, т. е. в это:м 
случае зад~tвать Н-;выпуклые функции переносом не1ра~ 
венет.в Н-выпу.клос1iи, вообще говоря, ~нельзя. В пункте 
6° наказано, что для .некоторых инте·ре.сных .немино•ри .. 
рующих К!О~нусов у:nверждение теоремы 2.1 опра1ведли1во. 

Пример 8.1. Пу~сть Q -1выпук.пый компакт в локаль­
но выну,к.пом · .пра:ст.р~нст,в·с Х и А - подn:ро·стра:нст.во 
С ( Q), состоящее из аффинных фу;н.кций. Заметим, что 
:меры, сохра·няющие неравенства А-iВыпуклости· (в на­
ше_:м с.пучас прос-то 1выву~к.пости), имеют !ВИД авх, где 
а~О и xe:Q. В само.:м де"1е, пусть 1вер.оятно.стшая мера 
v ~еох1раняет ,неравенства ,выпукл-ост.и. Обозяачи:\1 чс1рез 
Xv де.нтр тяжести меры v, т. е. та.кую точку из Q, что 
v(h) =h(xv) для .любой аффинной ФJ11нкции h. Тогда, 
очевидно, д.пя fe:P (А) 

f (xv) ;э:. v (f) ~ sup v (h) = sup h (xv) = f (xv)· 
h f,hEA h f,hEA 

Таким образом, v=Ex. Из этого соотношения и из тео­
ремы 8.2 ~немедленно получаем, что Spr(T, А) =Spr(T, 
Р (А)) ·в то.м и только :в том .случае, е·с.пи найдутся поло­
ж.ите"1ьная огран.ичснная функция а: Q~R .и отюбраже­
.ннс <р компакта Q iB себя такие, что Tf(x)=a(x)f(<p(x)) 
Ди1Я всех fe:C(Q), XEQ. 
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Пример ~.2. Пусть Q сно1ва 1вы·пуклый .ко1мпа~кт 1В ло" 
кально ;выпуклом nростра.н1с11ве Х и L· - конус с.тiедов 
элементов Х' !на Q. Пусть теперь мера v сох·ра,няет не­
равенс'Гва и v=#=O. Обоз:начим через Xv цент~р тяже1сти 
меры v/v (1); тогда для в~еех he.L, оче~вид.1но, v (h) = 
=v(l)h(xv) ·и Xve.Q. Отсюда' для любой су.блинейной 
на Q .функции pe.P(L) получим 

'V (1) р (xv) = 'V (1).exv (р) > V (р) > 
;>v (1) sup h (xv) = "(1) р (xv), 

h~p,hEL 

т. е. v-(g) = v (1) Sxv (g) для ·Всех ge.•[P (L)], где через 
[P(L)] обозначаеrея .простра1н<С~·11во L-1выпуюлых мно­
ж.еатв. Возьмем .полож:иrел:ыную ме.ру v rг~акую, чт.о 
v(g)=aeж(g) для ge[P(L)], где xe.Q и а~О. За.ме­
Т·ИМ, что v 1оохраняет неравенсmа. В са,мо.м деле, если 
µ(h) =v(h) =ah(x) для ~всех he.L, то для ~всех pEP(L) 

µ(р) =sup{µ(h) :h~p, he.L}=sup{v(h) :he 

e.Up} =а sup {h(~) :he.Up} =ар (х) =v(p). 

Если, 1В част~ност~и, конус Р (L) содержит един.иду (1На~ 
пример, если Q леж·ит 1в гипер.пло·скЬсти некоТlорого 
ф)'IН!Кционала), то ·ПО тео1реме Стоуна - Вейершт·ра1с.са 

[ Р ( L)] =С ( Q), т. е. любая сохра1няющая нера1венство 
мера им·еет по доказаН!ному 1вы;ше ~вид аеж, 1rде а~О, 
XEQ. 1;'а~КИ1М обра.ЗОМ, при сде.па~нных nредпооожениях 
оператор Т сохра1няет ~нераiве~нст:ва .в том и тоJiько в том 
случае, если 1найдеТ~ся фун~Кция а: Q ~ R+ и ото.б1раже­
ние <р ком·пакта Q ,в себя та·кие, что 

Tf(x)=a(x)f(cp(x)) (fe.C(Q), xe.Q). (8.1) 

3 а м е ч а н 1И е. Небольшая модификация ·ра.ссужде-
" .нии, ~при~ве.ден.ных в предыдущем ·при1ме~ре, позволяет 

получить представление вида (8.1) для операторов, 
сох1ра1няющ.их нера·венства ·су.блиней~ности !В случае чис­
лового простран1ства. На;помним, что в этой ситуации 
ра1асма'llри1вае11ся кону.с следов линейных функционалов 
над Rn на сферу направленИй Zn. 

9°. Слабая И-выпуклость. В пункте 7° показано, что 
непреры.вные Н-:выпуклые фун1кции можно зада1вать с 
помощью интегральных нера1ве·нс-гв. Известно, од.нако, 
что «хорошие» 1кла1с·сы Н-1вы~пу.клых фу~Н~кций имеют два 
спо·соба зада.ния: с помо·щью дискре-тrных не.раве;НСТ!В 
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Иенсена и как ве·рХiние огибающие аффинных фу1н\кций 
или их по,щклаюсо.в. Вообще го'воря, .кла1осы .Функций, 
определяемые этими дJвумя опособа1ми, не обязаны сОtВ­
пада.ть. Установим связь :v~ежду указа1н,ными способами 
в.веден.Ия .вы.пу~клости. . 

Ита1к, пусть Х есть ~неюоторое множество,· а Rx, ка1к 
обыrчно, просrгра1н,ство ,ве~цественных функций на Х. 
Пу.сть,' дал·ее, Е - в0кто1рное подпростран1с'J\ВО Rx, яв­
ляющееся од~новременно К-л.инеалом Л1ри упорядочении 
с помощыо ·конуса ~неотрица·тель~ных фун1:кций, причем 
суп1рему~мы д!вух элеме~!JТОIВ, \ВЫч·исленные 1В Е и в Rx, 
совпадают, а Н некоторый :Ко1нус в Е . 

. Функция f и.з Е .назыiвае'f1ся слабо Я-выпуклой функ­
цией, если для любых точек z, х 1 , ••• , хп· из Х и неоТсри­

n 
цат.ель~ных ч,и~еел а.1, ... , ап та1ких, что~ akh(xk) >h (z) 

k=l 
п 

(he.H), вьлпол'Няется нера.вен1СТ1В10. ~ a,kf (xk) ~ f (z). 
k=l 

Множество всех 1сл а.ба Н-.выпуклых ФУiн~ций обозна­
чается Pw,(H, Е) 'ИЛ1И Pw(H), е~сл1и 1н.ет сом.не.н;ий, о к.а1ком 
Е идет речь. 

Очевид.ню, что P(H)c.Pw(H). 0.Ора~нюе, вообще rо­
ВО'РЯ, не вер1но. 

Пример 9.1 1. Пусть Х я~вляе11ся множеств.ом. по1след10-

:вательностей х = (~п) та1к.их, что О~ ~п < _.!_, а Е =Rx. 
п 

Пусть А-· совоку1пность афф.инных, неmреры~:в~ных 1В то­
пологии 'КОО!рди1наТ1ной СХОДИМОС'ТИ фу.нкций на х и 

f : х --9t- 1 im п ~. 
п 

Очевидно, что f я1вляеТ~ся (1сла1бой) выпукл:ой (зна­
чит, ~слабой А-!ВЫ;пу~клой) фу~нкцией'. С д.ругой 1староны, 
для iкаждого he.A та1коnо, что h~f, rHa элементах Х, 
t1ТИШЬ КО1неч~ное число членов которых отлично от нуля, 

фу;н.кция h непюложит.елЬ'на. Так ка1к последнее м·ноже-

ство плотно в Х, то h:s;;,O. Однако на элементе Х= ( ~ ) 
значение ·Фу~н~ции f ра.вно единице. Следовательно, 
(ЕР(А). , 

РазJ11ич~ие клаосов Н-:выпу.клых и ·слабо И-выпуклых 
функций очев·идно: вто.рой кла·ос за.мкнут в то·полог.иИ 

1 Этот пример прищ1длежит В~ А. Булавскому. 

; 
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про.стой ·сходимости, а пс1рвый в общем случае пет. 
Следующая тео~рема ~показывает, что это о6стоятелъ·сТ!Во 
я1вдяет~ся иоче1рпываю·щим. 

Теорем а 9.1. Pw(H) =Р(Н), где черта означает 
замыкание в топологии простой сходимости. 
До к аз а тел ь ·ст 1в о. Необходимо про~е1рить ,:в~кл10-

чение P(H)-:::JPw(H). Пу.сть Е'-п1росТ~ранство, 1сопря­
жен~ное к пр.остра1нству Е, ~наделенному топодогисй 

простой сход.и мости. Фу1нкц_ия f вхо.дит в Р ( Н) .в ТО1М .и 
.только в том .случае, если µ(f)~O д.ля в.сех µе(Р(Н))*, 
ме (Р(Н)) *, как о6ычшо, оз1начает 1соп·ряженный ко­
Н)7!С. Заметим, что наименьшая ве~рх1няя полуструктура 
Р, порожденная Н, пло·тна (1в а(Е, Е')) в Р(Н). Та1ким 
образо.м, µе::: (Р(Н)) * в том и то.пько в то1м rелучае, если 
µеР*. , . 

Для каждого veE', v~{) кони.че·ОК·ИЙ от~р.езок (О, v) 
ком1па1ктен в а(Е', Е). I(роме того, для ~:всяких h1, •.• 

. . , hseH сущес11вует разбиение {v 1, ••• , ''."} функцио.нала 
v, я1вляющегося «ди1ок.ре·ТtНой :viepoй», такое, что 

Следовате.пын.о, лри.ме1н1има теорема дскомпозици.и и 
µеР* в том и только в том случае, если для всяк.ого 
раз:биения {µ1, ... , µ;-} функционала µ- найдется разби­
ение {µt, ... , µ;'-} фуНrкцио-нала µ+ таюое, что µ"t (h) > 
~µ;; (h) для всех he:::H (k= 1, ... , s). Элементы veE' 

т 

И:'viеют вид f ..-:,. ~ 'Yt f (х1). Та~ким о·бра~ом, фунн:ционал 
t=I 

s 
µ пред.став.пяется в виде µ = ~ µk) где 

k=l 

т 

µk: f-> ~ а~ f (х~) --:- ~kf (zk) 
t=I 

(здеrсьх~, ZkEX; а~, ~k >О (k = l, ... , s; t = 1; •.. , т)). 
При этом µkeH*. • 

По усло:вию µk(f) ~О (k= 1, ... , s). З·начит, µ(f) ~О. 
В силу произвольно.сти µ функция f явдяется пре­
дедь~ной точкой 1множес'I'ва Н-выпуrклых фуrн1кдий. Тео­
рема доказана. 

1 1 /) 



· Пример 9.2. Пусть Х-локально-выпуклое простран­
стВrо, у:nорядоче:юное воспроиэ!водящим замкнутым :кону­

сом К. Пусть Р +(К) -совокупность опр·еделенных 1на К 
·сублиней.ных монотонных функционалов, а рт (К) - ·СО­
Н·оку.пность фу.нК!ционалов, определенных на К и допус­
кающих моно'I'онное ра.опроотранение (-см. пример 
1.2.5). 

Пj1iсть Н (К) совок)11П1ность сл·едоtв элементов 1сопря­

ж,енноrо кону.са К* на /(. Тогда рт(К) по определению 
со1впадает ·с Р (Н (К)), ·т. е. ·с м1но.ж·ес11вом Н (К)-1выпу~к· 
.аых фу1нК·ПJИЙ. Множество Р +(К), в ·свою .очередь, я.в.пя­
ется м1ножеетвом Pw(H(K)) сла·бо Н(К)-выпуклых 

п 

фу:нкций. В самом деле, если ~ akh (xk) > h (z) для ·всех 
k=l 

п 

he:.H (К), nде a1t~O; Х1н ze.K (k= 1, ... , п), то ~ akxk-
k=I 

-zEK. Та·ким образом, В·сякая слабая Н(К)-выпуклая 
фу1н;кция удовлетворяет нера'Ве.н.ст.вам 

р (х1 +х2) ~Р (х1) +Р (х2) 

р(ах)=·ар(х) 

р(х) ~р(у) 

(х1, Х2ЕК); 

(а~О, ХЕК); 

(х, уЕК, х-уе:.К), 

т. е. ~входит 1В Р +(К). Сла:бая Н (К)-1выпуклость моно­
~О1н1ной 1Сублиней1ной функци1и на /( очоо.ид~на. И.з тео·ре-

мы 9.1 получае'I'СЯ rра1веНСТ~ВО р +(К) =Р (Н (К)). 
Особе'н1ный -и1нте1рес предс·та1вляет ·вопро·с о .связи не­

nреры:В!Иых Н-.выпу;клых и ~слабых Н-.вы.пу.клых фу!нкций. 
В этом случае оnраведлива 

Т ·е о р е 1м а 9.2. Пусть Н - замкнутый конус в С (Q). 
Каждая слабая Н-выпуклая . функция является равно­
мерным пределом последовательности непр.ерывных Н· 
выпуклых функций в том и только в том случае, если 
дискретные меры плотны в поляре конуса Я-выпуклых 
функций. ' ." ....... ~ 

I·I е о ·б ход им о ·ст ь. Бели :раrвно.мер:ное замыкание 
Р(Н) совпадает с Pw(H), то (Р(Н))*= (Pw(H))*. По­
.пожим 

N = с~1 akexk - е,: k~t akh(xk) > h (z) (h Е Н)} 
п проверям, что (Pw(H)) * я,вляется ш.и1роким замы1ка1ни­
ем конической оболочки Со (N) множества N. В самом 



деле, пре.дnС'лаrа.я проти:цное, найдем ~Меру µ"J.E (Pw(H)) *, 
··не ·ВХQДящую 'В . Со ( N) . П1рименяя теорему отдел·имости, 
найдем непрерывную функцию f т~кую, что it:э (f) <0 и 
µ (f) ~О для всех µe.N. Так как последнее О3Начае_т, что 
f является .сла1бо Н-1выпу1<лой функцией, то приходим к/ 
\Противоречию. Ввиду того, что ·Со ( N) состоит из диск-( 
ре'I'ных мер, полу.чаем Тlребуе.мое. \ 

до ст а т {) ч rH о •Ст ь. Пу·сть s явдяется ШtИ'рОtКО плот­
ным в (Р(Н)) * м.нож.еством д.иоюретных -мер ,и f- про­
извольна.я 1слабая Н-1вы:пу1клая фу~нкция. Фу~нкция f я1в­
ляется пределом Н-.выпуклых функций 1в том и только 
в том случае, если µ (f) ~.О для в.сех µe:S. 

К:ону1с Н, ка1К и вся1кий ,замкнутый 1кону1с rв C(Q), об~ 
ладает свойством Реше·Т1няка- Лю:мwса. Та,ким о·бразом, 
для каждой меры µиз So, 

т п 

ii = ~ akBxk - ~ ~s8y5 , 
k=l s=I 

где a1i~.O, ~в>О; Х11, YsEQ (k?=l," ., т; s=l,.", h), 
име.ем 

разбие~ние 

п 

~ s ' 
.8'..i 'Vk = ak (k = 1, ... , т), 

s=l 
такое, что 

т . 
~ '\'k h (xk) > ~sh (Ys) (s = 1, ...• n). 

k-=l 

Таiк как f Яiвляекя сдабо 1f-1Вы,пуклой фу~нкnией, то 
т 

~ riJ (xk) ~ ~вf (Ys) (s = 1, ... , n), 
k=I • 

ил.и, после сум:ми1рова1ния, µ (f) ~О. Тео.р·ема доказан& 
пол1но1стью. 
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С л е д•с т В/И е. Пусть Р(Н) -замкнутый конус Н­
выпуклых функций, где Н - замкнутый конус в К-полу­
линеале 5Вn. Каждая слабо Н-выпуклая функция являет­
ся Н-выпуклой. 
До 1к аз ат.ель 1с т 1В о. В пу~нкте 5° было показа1но, 

что дисюретные меры ·Плотны в поJtя·ре люб.ого ко;нуса 1в 
С (Zn), состоящего из ·сублинеfьных фу~нкций (·см. теоре­
му 5.3). 

,в заключен-не сфор.мулируем кр~ите~рrий слабой Н-sы-
пу~к.по1сти функции. . 

Теорем а 9.3. Пусть Н-замкнутый конус в про­
еЧJаfiстве C(Q), причем дискретные меры плотны в 
Р(Н)*. Непрерывная функция f является слабо Я-вы­
пуклой функцией в том и только в том случае, если 
Tt~f для любого оператора Te.fE+ (С ( Q), В ( Q)) тако­
го, что Th~h для всех heH. 
До 1к а· за тел ь с т1в о этой теоремы tПо.пучает.ся К~Ом­

бинацией теоре'Мы 9.2 и рассуждений, приведенных в 
доказателЬ!СТIВе теоремы 6.4. 



ГЛАВАШ 

СУПРЕМАЛЬНЫЕ rЕНЕРАТОРЫ 

0°. Введение. Здесь будут рассмотрены некоторые 
.специаv~ьные множес11ва Н в упорядоченных прост~ра.н­
с11вах, так ~называемые ·су~премальные г.енераторы, т. е. 

та:к..ие ,кону~сы, чrго ~каждый эл·емент .дро1ст!р.анств·а являет­
ся в том или .ином ·смы.сле Н-.выпук.пым ( Н-:выпуклой 
фУJн.кцией). Подюб~ные .объекты теонQ свя.заны ·С .про.бле­
мой ~сходимости по·следователЬ1Н~остей операторов и 
фун1ы~ионало·в, задач.ей топологиче.ской 1к.ла1осификации 
к.ом~пактов · и другими 1в.ол~р·о.са.~и. 

В 1953 ;г. П. П. К:ороБюин даказа.п, что 1последава­
тель.ность (Tn) !пол.ож~ителЬ1НЫ:Х л,и1нейных опер.аторов 
(Tn) :С([О, 1)) ~В([О, 1}), :сХ'Одяща.яся ,к тожде.ст­
венному оператору на множестве квадратных трехчле­

нов, всюду сходится к тождественному оператору. Эта 
теорема применима к теории приближений (например, 
для доказательства, что полиномы Бернштейна (Bnf) 
равномерно сходятся к f для всякой функции feC ([О, 
1]) при п ~ оо, достаточно проверить, чт.о это ·имеет мес­
т.о только для трех фун.кций). Во В1веден-ии 6ыло по'Ка­
зано, что конус Н квадратных трех~ленов обладает тем 
замечательным овойс'Dво.м, что люба.я ,нецр.е:рывная 
1фуНiкция ,на [О, 1) явля·ет,ся Н-вь~:пу1клюй. Ок,азыв·а­
е"~ся, ЧТО 1И.:М'СННО это и .пежит в ОСНО!В1е Я~ВЛОНIИЙ схо­
димости указанного типа. Развиваемый ниже подход, 
оанов.а1нный 1на .иtдеях двойствен.ноет.и М.и~нк.ов·окого, поз­
воляет получить .необходимые и достаточ1ные ус.повия 
подобного и более елож·ных я1влений :в ве·сьма прозрач­
ных ·терм.и~нах. Одно 1из решающих у.прощений -это пе­
реход от :ра•осмо11рения «гене~рИtрующих» подю1ростра1нст.в 

\к кону1сам. Необх1оди.мо отметить, что, по-,видим·ому, 
в.пе·р1вые связь ра·с·сматр1иваемых яiВлений 1с. iКОнструкцией 
супремалыного .поро·жде1Ния (для случая нространс'f!ва 
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непрерывных функций ,~а о·т·рез·ке) заметил В. А. Бас­
каков. 

Концепция суп:ре.мальногю ге·нера11ора нах.одит при­
.пожения при клаосификации 1компа1КТ1НЫХ пространств. 

К это·му же кругу rвоцросов тесно прtи1мыкает восх~адя­
щий еще к Пе·р·рону метод квази1Линеа1р.изации Бе..11.пма­
на и Ка.пабы. Основа этого метода (и одна ее модифика­
ция) будет .изложена в конце гла1вы. Детально с n~роб­
.пема-r.икой .квазили.неаризац.ии моЖ~но поз1накомиться по 

монографии [ 1 О]. 
1°. Супремальные генераторы в смысле К-простран­

ства. Пусть У- некоторое К-пространство, Х- вектор-
1ное .подпр.о·от1ра1н.с'f\во У 1II Н,- подм·ножеств10 Х. И1ндуци­
руем ·в Х .отно1ше1н.ие порядка из У. Напом~нимt что мно­
же·СТtво Н я1вляеТtся минорирующим (в Х), е~сли д.пя л10-
бого хеХ множество Их= {he::H:h:::;;x} непу.сто. Будем 
гово·рить, что Н супремально порождает Х в смысле У, 
сал.и любой элеме1нт .из Х явлнется Н-·выпу.клым, т. е. 
Р(Н, У, У) :::JX (говоря об Н-1выnуклости, к условно 
полной ·сТ1ру~.;.туре У -п1р,исоединяются, .как обычно, наи-
6ольш.ий ·и ~наименьший элементы). Яс-но, что всякое 
супремально порожда1ощее м:ноже~еТ!ВО Н является ми-
нор~ирующим. , 

Окавы1ва.ет·ся, чrо ·сходимо·сть некоторых последова­
тельнос·тей монотонных операторо:в пол1ностью опред-е-

, ~ 

ляется пове~ден.ие~м э·тих п0tследовательностеи на супре-

мально порождающих .множесТ1вах. 

Вв-ед·ем опр.еД-еле~ние. Пу~сть Н - минорирующее м.но­
жес'ТIВЮ в Х, а Z-1некотор.ое К-пространс'f\ВО. Г1оворят, 
что оператор Т:Х ~z перестановочен с операцией sup 
на Н, если для лю.бого ИеШ(Н, Х, У) выполняется ус­
лов·ие Т sup U=1sup Т (И). (Заметим, что д.пя любого 
м1онотонного оператора им.еет ~место неравенсТ1во 

TsupU~supT(U).) В случае, если Н супремально по­
рождает Х в смысле У, пр,и.мером .оператора, пе1реста­
н.овочного ·с операцией sup, может служить операта.р 
вложения Е: Х ~У. 

Оправ.ед.п.и\Вlо следующее 
Пр едл о же н·и е 1.1. Пусть множество Н супре­

мально порождает пространство Х в смысле У и Т­
нечетный (т. е. Т (-х) =-Тх для всех хе:::Х) оператор, 
переводящий Х в К-пространство Z и перестановочный 
с операцией sup яа Н. Если последовательность (Тп) 
монотонных нечетных операторов, переводящих Х в Z, 
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(0) 
такова, что lim Т пh > Th при всех he.H, то Т пХ --+Тх 

п 

при всех хе.Х 1• 

Д о :к а з а т ел ь .с т в о. П у1сть хе.Х и h Е Их = { h 1 Е 
e.H:h'~x}. Тогда Tnh~Tnx и поэтому Th~lim Tnh~ 

п 

~lim Т.nх. Поскольку x=sup Их и оператор Т пере· 
п 

становочен с операцией sup, то Тх= sup Т (Их). Отсюда 
следует неравен.ст.во Tx~lim TriX. Рассуждая таким -

п 

же образом относительно элемента -х, получим 
Т(-х) ~lim Tn(-x). Так как операторы Т и Tn нечет-

п . 
чые, то последнее неравенство можно перепи,сать в 

.виде Tx~lim Tnx, откуда и следует сп.раведливос'Ть п1ред--· п / 
ложен.ия. 

В дальнейш.ем · 1На1с буде1: и1нтересовать в ооно1вrно·м 
.ел у.чай, когда Т---... ·линейный полож.ительный оператор . 
. Есл1и V1, V2 - упорядоченные азекторные npocrtpa.нc11вa 
то совокупность всех линей,ных положителЬ1ных операто­
ров Т: V1 ~ V 2 будем обозначать, как обычно, через 
2+ (V1, V2). Пусть Н-.подмножество ·векторного про­
с11ранства Х, лежащего в К-•простра'Нlсr.ве У; TE.!:f>+ (Х, Z), 
где Z-1неюоторое упарядоче1н~ное п1ростра1нс11во. НаJIОМ­
ним, что положительным ростком оператора Т на мно­
жестве Н назы.вает.ся -М1ножество Spr(T, Н), опр.еделяе­
:мое формулой 

Spr (Т, Н) = {T'E!:f>+ (Х, Z): T'h~Th(hEH) } . 
. Из ~преДлож1ения 1.1 вы·текает ·следующее 
П 1р ед лож е н .и е 1.2. Пусть множество Н супре­

мально порождает Х, оператор Т из р+ (Х" Z) перестано~.. 
вочен с операцией sup на Н. Тогда Spr(T, Н) = {Т}. 

Следует IВЫнонИть, когда предложение 1.2 Д1опу·скает 
обращение, т. е. из ·Сrnра·ведли1вости для •В·сех операторов 
Т, обладающих сооТ1ветствующими свой.с11вам.и, ра1Вен­
стmа Spr (Т, Н) = {Т} следу.е·т, что Н - 1су.према1Ль~но 
порождающее !МНожест.во. О,казыва.е11ся, что это ~Можно 
rа1ра1нтировать, еал1и Н ~ J<онус. Послед1н•ий случай .Иlнте­
ресен и по ряду д'руrих rt:ричи~н. Поэтому ~в·ведем ·следую-

1 В дальнейшем будем оперировать с 
операторов и функционалов. Большинство 
для сетей. 
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щее определение. Кону.с Н, суmремально порожд?ющ.ий 
векторное простра1НС'Г!ВО Х в :с,мь11сле К-лрост~ра1нс11ва У, 
на.зывае·т.ся супремальным генератором Х (в смысле У). 
Сфор1мулируем основной резу.льтат этого пу1н~кта. 

Теорем а 1.1. Пусть Н- минорирующий конус в 
векторном подпространстве Х некоторого К-пространст. 
ва У. Пусть, далее, Е: Х ~У оператор тождественного 
вложения. Следующ·ие утверждения эквивалентны: 

(1) Н супремальный генератор Х; 
(2) если последовательность операторов (Т n) тако­

ва, что Т пЕ!е+ (Х, У) и lim Т пh~h для всех hEH, то" 
- n 

(о) 
TnX-+ х(ХЕ Х); 

(3) Spr (Е, Н) = {Е}. 
д·ю 1К аз ат ель ·ст :в о. Им~пликация ( 1) => (2) .следу€т 

из предложения 1.1; (2) => (3) очевидtНа. Импликация 
(3) => ( 1) .вытекает и.з теоремы 2.2.1. Теоре·ма доказана. 

П·ри!Веде.м .еще следующе.е 
П·р ед лощ еiн,и е 1.3. Пусть Н супремальный ге. 

нератор Х в смысле. У; Z- некоторое К-пространство. 
Оператор ТЕ!е+ (Х, Z) перестановочен с операцией sup 
на Н в том ·и только в том случае, если Spr (Т, Н) = 
={Т}. 
До 1К а з а r .е .а ь 1с т rв о. В доказательстве .нуждает·ся 

л.и.шь д·оотаточность. П·редполож1им, что Т ,не ле~рест•а1но­
вочен с операц.ией sup ~на Н, т. е. суще-сmуе·т эле•м·ент 
х'ЕХ такой, что 

Тх' = Tsup Их'> sup {Th: h е Их'}. 

Рассмотрим о.пера тор С,т: Х ~ Z, определен1ный фор­
мулой qт (х) =sup Т ( И:t). Так как Н -конус, а Т моно­
тонен и линеен, то qт - ·суперащдитиrаный, положитель­
но однородный, мо,нотоН~ный оператор. К:роме того, по 
предположению Тх'>qт (х'). Ра·ссмотрим подпространст­
во Х1 .. : {ах'}а.е:в и оператор Т 1 : Х 1 -э>-Z,_ определенный фор-
мулои 

Т1 (ах') =аqт (х'). 

Оператор Т1 мажор~ирует qт .на Х 1 и пот.ому в силу т·ео~ 
р1емы Хана - Ба1наха - Ка.нторовича найдется линейный 
оператор Т2:Х -э>-Z, совпадающий с Т 1 на Х1 и мажо­
рирующий Qт на Х. Из монотонности qт следует, что 
Т2 положителен. Для hEH имеем 

T2h~qт(h) =sup{Th':h'~h, h'EH} =Th. 
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Таким образом, T2e::Spr (Т, If). Кроме того, 

T2x'=TrX' =qт(х') <Тх', 

откуда следует, что Т2 ::/=-Т. Та~ким образом, Spr(T, Н) ::/=­
::/=- {Т}, что и доказывает предложение. 

Опиш,ем ·некоторые ~свойства множества операторов, 
пере;становочных с операцией sup. 
Пр ед ложен и е 1.4. Пусть оператор Те::Р+ (Х, 2) 

перестановочен с операцией sup на минорирующем мно· 
жестве Н и оператор Т 1 :Х -+-Z таков, что О~Т1 ~Т. 
Тогда Т1 также перестановочен с операцией sup на Н. 

Доказатель·ство. Положим Т2 =Т-Т1, тогда 
Т2е::Р+ (Х, Z). Пусть хе::Х. И·меем 

Т1х+Т2.х=Тх= 

=sup Т (Из:)= sup {T1h+ Т 2h: hE Из:}~ 
1E:;;sup Т i (И~) +sup Т 2( Из:)~ Т1х+.т.2х. 

И.з этой формулы следует, что sup Т 1 (Из:) +supT2 (Из:)= 
=Тх. Поскольку Tix;;=:sup Тi(Из:) (i=l, 2), то Tix= 
=sup Ti( Из:). Предложение доказано. 

Доказ.а;нное предлож1ение да,ет простую геометр и -
че1акую хара:кте.ристику множ·ества Sн всех операторов 
из р+ (Х, Z), перестановочных на Н ·С оп.ерацией sup. 
Ра·с.смотрим р+ (Х, Z) как ,кону.с ·в пространстве Р (Х, Z) 
всех регу.пярных операторов. Предл.аж·ен'Ие 1.4 показы­
вает, что этот кону1с с каждой с!воей точкой .содержит н 
.с.вою грань Со ((О, Т)), где Со операция вз.Ятия кони­
чеDкой оболочки, а (О, Т)= {Т'е::Р+ (Х, Z): Т' ~ 1}. (На­
пом.ним, что гранью конуса К ,называется конус Г, явля· 
ющийся пересечением К ,с некоторым подпространством 
и обладающий следующим свойством: ·если Т', Т"е::К; 
Т'+Т"е::Г, то Т', Т"е::Г.) Таким образом, М'Ножес11во 
Sн ~совпадает с объединением нек1оторых граней ~кону.са 
р+ (Х, Z). Отметим, что в ~случае, когда Н =Х, М'ноЖест­
во S~ совпадает со !В·сем кону.сом р+ (Х, Z). 

В заключение приrведем следующе.е 
П р ед л ·о ·же.ни е 1.5. Линейная оболочка L мно­

жества Sн является нормальным подпространством К­
пространства Р (Х, 2). 
До к аз ат ель ст в о. Р·ассмотрим конус Со(Sп). 

п 

Если Те::Со(Sн), то Т= ~ Ti, где TiESн. Пусть Т'~Т, 
i=l 

Т' е::Р+ (Х, Z). Используя лемму о двойном разбиении 



положительных эл,ементов, найдем опер·аторы Tl (i = 
п 

= 1, ..• , п) такие, что Т~ ~ Tt, ~ Т~ = Т'. Из предложе-
1·=1 • 

ния 1.4 следует, что Т'е::Со(Sн). Таким образом, ко­
,нус Со ( Sн) с каждой овоей точкой Т содержит кониче­
ский отрезок (О, Т). Используя это обстоятельство, 
легко проверить, . что L= {ТЕР (Х, Z); \ Т\ Е.Со(Sн)}. 
Предложение доказано. '· 

Следствие. Пространство L является К-простран­
ством. 

2°. Суnремальные генераторы пространства С( Q) 
в смысле В( Q). Изучение супремальных генераторов 
простр,анства C(Q) в смы1сл~е В (Q) существенно опира­
ется на результаты, изложенные в главе II. Важное зна­
чение при это.м имеют Н-маК!симальные М1ерь1 (см. гл. II, 
7°), т. е. положиrельные меры, мак.симальные в 
смысле предпорядка, определяемого кону.сом Н. (М,еру 
µ моЖ1но рассматривать ка1к оператор 1со значениями 

в К-простр.анстве R. Поэтому в ..... излагаемой 1ситуации 
имеют смысл в.се определения и ре.зультаты пункта 1°.) 
По т~еорем,е 2.7.2 мера µ является Н-мак,сим'аль;ной в Т·ОМ 
и толыко в том .случае, ·если µ(f) =sup {µ(h) : hEV1}. Из 
предл,ожен1ия 1.3 ·Видно, что есл·и Н - супремаль·ный гене­
ратор C(Q) ·в ·смы1сле B(Q), то мера µ перестановочна 
с операцией sup .на Н ~том и тольюо .в том ,случае, если 
Spr (µ, Н) = {µ}. Заметим, что по теореf~е 2.7.1 сущест­
вование Н-ма:ксимальной меры эквивален11но тому, что 
Н ~ минор,ирующ·ий конус. Приведем кр·итерий супре­
М'ального генератора в терминах мер. 

Предложение 2.1. Пусть Н-конус в C(Q). 
Следующие утверждения эквивалентны: 

• ( 1) Н - супремальный генератор С ( Q) в смысле 
в (Q); 

(2) если xEQ и последователь.ность положительных 
мер (µп) такова, что lim µп (h) > h (х) при всех heH, то 

п 

( µп) широко сходится к вх; 
(3) мера Дирака вх является Н-максимальной при 

всех xEQ. 
Д;о:к.азательство. Импликация (1)=>(2) 1следу•ет 

из предлоЖ:ения 1.1; импликация (2) => ( 3) очевидна; 
И:\tlпликация (3) => ( 1) вытекает из принципа ·сохранения 
.неравенств (см. главу II, 7°) и того, что кону.с Н мино­
рирующий. Предложение доказано. 
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3 а меч ан и е. Утвер'>Rдение (3) можно записать в 
следующем виде 

(3'} граница Шоке конуса Н совпадает с Q. 
Р.езультаты исследо.ва.ний, предста.вленны·е в главе 

II, позволяют описать все операторы Т: C(Q)---rB(Q), 
перrеста~новочные .с операUJией sup 1на супрем.альном г.е­
нератор~е Н. В ~самом деле, поскольку Н - супр,емаль­
ный генераtор, то Р(Н, O(Q), B(Q))=C(Q) ·И потому 
для любого поло~итедьноrо оператора Т: C.(Q)-+ В (Q)) 
сттра.ведливо соотношение Spr (Т, Р(Н)) =Spr·(T, С (Q)) = 
= {Т}. Из п.р.едложения 1.3 1и теоре.мы 2.8.2 ~ледует, 
что Т переста·новачен с .qперацией sup· на Н в том 
·и rолько в том случае, если он вхо.дJит 1в множество 

Т(М), ·где М - множество всех Я-максимальных м•ер. 
На.помним, что т (М) ·СОСТОИТ из операторов вида т~, где 
Tq; -операторt определяемый формулой 

Tq;f (х) =<р (х) (f) (xe:Q, fe:C(Q)) 
(q;-от.ображение Q в М та1кое, что для всех fe:C(Q) 
функция т~t огра~ничена). 

Теорема 1.1 описывает супремальный генераrор с по­
мощью положительного ростка on•eipaтopa вложения 

Е : С ( Q) -+В ( Q). Пр едставля·ет интер·ес ,выя.снить, 
можно ли ох.арактеризовать супр·емальный генератор 
"1ишь .с помощью операторов из ~+(С (Q), С (Q)). 

Пу.сть 1: С ( Q) -+С ( Q) - тождественный оператор. 
Нетрудно понять, чrо утверждение «если Spr(/, Н) = 
={/}, ro Н-супрем·альный r~енератор C(Q) в смысле 
B(Q)», вообще гово1ря, ~неверно. (Если Т: C(Q)---+­
-+ C(Q), -то, как следует из опр·еде.ления, Spr(T, Н) = 
={T'e:2+(C(Q), C(Q)):T'h;;::.Th (hEH)}.) Дейс'l'В'И­
тельно, равен1ство Spr (/, Н) = {/} справедливо и в rом 
случае, когда lf- ~то супремальный ген·ератор C(Q) 

. А.. , 
в смысле его К-:11ополн1ения С (Q). Но генератор С (Q) 

./'... 

в смысл€: C(Q) .не об.яза.н быть генератором C(Q) в 
смысл·е В ( Q) (в 'конце этого пуrнкта будет д·аН пример). 
Для того, чтобы описать генераторы Н пространств·а 
C(Q) в смысле В (Q) в терминах только операторов из 
_р+ (С (Q), С ( Q)), естес11венно попытаться ,найти множест­
во S операторов, переста.новочных на Н с операцией 
sttp, переводя1ци·х C(Q) в C(Q) и таких, что 1из равенст­
в.а Spr (Т, Н) = {Т} для всех Te:S следовало оы, что 
!! - супр·ем·аль·ный генератор. • 
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Критерий · генератора в терминах Н ~максимальных 
мер подска.зыва·ет, что в качест.ве S следует взять м:но­
жество .всех тензорных произведений ех® 1 (xe:Q). 
(Если µе:С' ( Q),. то оператор µ(8) 1 : С ( Q)--+ С ( Q) оп-
~ределяеrея форму.пой (µ@1) f = µ (f) 1 для любого 
fe:C(Q)). 

Пр ·едл ожени е 2.2. Если конус Н в C(Q} таков, 
что для любого хе: Q выполняется Spr ( ех(.8) 1, Н) = 
={ех® 1}, тоН-супр-емальный генератор C(Q) в смыс­
ле B(Q). 
Д 01к аз ат ель ст.в о. ПакаЖ~ем, что для любого 

xe:Q выполняется Spr {ех, Н) = {ех}. Пусть µe:Spr (ех, Н). 
Рассмотрим операторы ех01 и µ(8)1. Для каждого xe:Q 
и he:H справедливо соо'nНошение 

(µ@1 )h(y) =·µ(h) ~h(x) = (ех01 }h(y). 

Та:к~им образом, µ@1e::::Spr{ex®1, Н) и, стало · быть, 
µ@t =exQ91. Полученное равенство оз1н-ачает, что µ= 
=ех. Для завершенrия доказательства :надо сослаться на 
п.р·едложение 2.1. 

По предложению 1.1 из (о}-сходимости значений н.е­
кота~ры·х последовательностей операторов на элементах 
ге~нератора выте·кает (о)-1сходимость всюду. Находясь 
в нормированном пространстве С ( Q), естественно вы-

" яснить вonipoc, ~когда из оильнои сходимости посл·едова-

тельности оператора.в ·на гене.раторе вытекает ее силь­

ная сходимость на всем пространстве. Ответ на этот 
вопрос будет да.и д..тrя операторов, пер·естановочных .на 
Н с операцией sup и действующих из С ( Q) в С ( Q). 
Рассмотрим м.ножество Tc(Q), состоящее из всех опера­
торов Tip, где <р - непрерывное отображ·ение ·Q в себя. 
Отождествляя Q с множеством {ex:xe:Q}, получим, 
что Te(Q)cT(Q); к:ро.ме того, 8x@1ETe(Q) при любом 
xe:Q. Зам.ет;им, что T'Pf=fO<p для всех T'Fe:Tc(Q) и 
fe:C(Q). 

П р ед л о ж е н и е 2.3. Пусть Н - супремальн.ый ге­
нератор C(Q) в смысле B(Q) и Te:Tc(Q). Если после­
довательность (Tn) операторов из ;c'+(C(Q), C(Q)) та­
кова~ что при любом he:H последовательность (Т nh) 
сходится по норме С ( Q) и1: кроме того, lim Т n h > Th, 

п 

то llTnf-Tfll~O для любой функции fe:C(Q). 
n 

До к аз а т·е ль ст во. Так как Te.Tc{Q), то найдется 
непрерывное отображен1ие ер: Q--+ Q такое. что Tf = . 

. J 21 
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= f Oq; для любой fEC ( Q). Пусть f- н1епреры1вн.ая ~на 
Q функция, XEQ и в>О. Так ·как Н-супремальный ге­
нераторt то найдутся функции h' и h'' из Н та.кие, что 

h' ~ f; f (q;(x)) < h' (<р (х)) + f; 
h" < -· f; - f (<р (х)} < h'' (q; (х}) "1- ; • 

Найдется открытая окр·естность Vx точки х, для элем·ен­
тов у которой спр·аведливы неравенства 

f (<р_(У)) < h' (<р (у)}+ ~; - f (<р (у})< h" (<р (у))+ ; . 

Полагая bh = lim Тпh (h Е H)t получим при всех уЕ Vx 
п 

Тпf (у} -f (q;(y)) > Тпh' (у}- h' (<р(У)) -t = 

=Тпh' (у} - Th' (у) - ~ > Тпh' (у}- bh' (у} -1-; 
Тпf (у} - f ( <р (у}}< - Т пh'' (у} + h" ( <р (у}} -1-

+ f = - Тпh'' (у)+ Th" (у) ~r-1 < - Тпh'' (у)+ 
в + bh" (у} -1- 2. 

Выбирая п(е) такt чтобы при n>n(e) одновреме·Нtно 

ь llтn h' - Ьп,h < 28 ,· //Тпh" -в IПОЛНЯЛИСЬ Н·еравенст.ва u 

-bh11 [l < -;., ПОЛУЧИМ 

sup !Тпf (у) - Tf (y)I < 8. 
yEVx 

Семейство ( Vx)xeQ образует открытое покрытие Q. Выде­
ляя из него конечное подпокрытиеt получим тр·ебу.емое. 
Предложен1ие доказ.ано. 

3 а меч ан и е 1. Пу1сть V- подпространство C(Q) 
и кону1с Н супрсмаль1но порождает V в смысле В ( Q). 
Рассуждая так же, как при доказательстве предложе­
н:ия 2.3, леflко показ·атьt что если последовательность 
положительных линейных операторов Т n: V-+- V такова. 
что при всех hEH суiцествует lim Тпh >h (предел пони-

n 
мается .в ·смы·сле 11 • llc<Q», то llTnV -vll~ О дл.я 

п 

всех VEV. 
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3 а меч а ни е 2. Фактически мы доказали несколь­
ко большее, т. е. если (в ситуации пункта 1°) для каж­
дого хе:.Х и в>О найдется элемент hE{h1Y ... Vhk:h1., ••• 

1· •• , hh.EЯ} такой, что h~x~ h+ву, где у - фиксирован­
ный положительный элемент, и последовательность (Т n) 
операторов из р+ (Х, У) такова, что (Т пh) стремится 
с регулятором у к элементу bh;:з:.h для .в1сех lie.H, то 

(r} 

Tnx_.,.x для всех хе.Х (1с регулятором у). 
Замет.им, что эл1ем·е:нт хе.Х является Я-выпуклым 

u u 

в том и только в том ,случае, ·если наидется семеиство 

элементов (zh)heл, где Ас.Я такое что, Z!i;:з:.O и inf zh=O, 
причем h+zh;;::.x;з::.h (he.A). В самом д1е.ле, если х= 
=sup Их, то можно положить Zh=x-h(hEUx). С дру­
гой .стороны, если эл·емент z таков, что z;з::.h для всяко­
го h~x, he.A, то z+zh~h+zh~x. Следовательно, 
x.~i~f (z+zh) =inJ zh+z=z, x=sup А. Это показывает, 

ч1ю тип сходимости, 1связа.нный ·с генератором, сущест­
венно за.висит от устройства семейств (zh) heA· 

Приведем ха.ра!ктеристи~ку супремальн-ого rен~ер.ато.ра 
в те~рминах де.компо31ицион1ных ростков Dpr (Т, Я). Из 
следсТВИ'Я теоремы 2.2.1 получается 

Пред лож 1е 1Н .и е 2.4. Конус Н является супремаль­
ным генератором С ( Q) в смысле В ( Q) в том и только 
в том случае, если Dpr(T, Н) = {Т} для любого опера· 
тора Te.P+(C(Q)" B(Q)). 

Суммиру.ем результаты этого пу1нкта в виде следую-
" щеи теоремы. 

Теор ·ем а 2.3. Пусть Я - конус в С ( Q). Следующие 
утверждения эквивалентны: 

( 1) Я - супремальный генератор С ( Q) в смыс­
ле B(Q)~ 

(:2) ·для л1обого xe.Q мера вх Я-максимальна; 
(3) если xEQ и последовательность положительных 

мер .(µn) такова, что lim µn (h) ;з;:.h(х) при всех he.H, то' 
n 

( µn) ШирОК.0 сходится К Вх; 
(4) для каждого оператора вх@1 положительный 

росток Spr(вx@ 1, Н) совпадает с {вх® 1}; 
(5) если TE.Tc(Q) и последовательность (Tn) из 

P+(C(Q), C(Q)) такова, что lim Tпh~Th для всех hE 
n 

ЕЯ (здесь имеется в виду равномерная сходимость), то 
llTпf-Tfll-+-0 для любого fEC(Q); 

n 

123 



(6) длf:l любого оператора TE!e+(C(Q), B(Q)) де­
колtпозиционный .росток Dpr(T, Н) совпадает с {Т}. 

В следующем пункте приведен еще оди.н критерий 
того, что· :ко!!ус Н являет.ся ·супр·емальным генератором 
С (Q) В С-МЫСо11е В ( Q). , 

Пример 2.1. Пусть Н- подпространство пространст­
ва С ([О, 1]), состоящее из фун1кций, пр1Иf!имающих оди­
на~ковые значения на концах янтер·вала. В пункте 3° 
введения показано, что Н явля·ется rенерат.ором С( [0,1]) 
в себе (т. е~ в смысле К-пополнения прост,р.а·нства 
С ([О, 1 J)). С другой стороны, границей Шоке Ch (Н) яв­
ляется открытый пром,ежуток (О, 1). Д~ействительно, ме­
ра (80+81)/2 входит 1ка:к в росток Spr(80, Н), так и в 
Spr ( 81, Н). Этот ·пример ноказыв·ает, что -не любой опе­
ратор T:C(Q)-+C(Q) такой, что Spr(T,H)={T}, име­
ет :вид Tfll, где <р непре~ры:в.ное отображение в множество 
Н-максимальны:х мер. В самом деле, тождественный опе­
ратор /, очевидно, допускает единствен1ное представление 
в виде ТФ, а :им·енно, <р: Х-+ 8х· С другой стороны, мера 
80 не .является Н-максимальной. 

3°. Конечные r~енераторы пр·остраиства С( Q) в смыс­
ле B(Q). Пусть Х- векторное пространствоt лежа­
щее в К-пространстве У. С точки зр1ения ·СХоДJимости по­
сдедоват.ельности операторов представл~яет и1Нт~ерес вы­

яснить, 'когда в Х существует конечный супремальныfi, 
генератор (т. е. генератор, н.атя.нутый rна 1к-онечное число 
об;разующих 11ли, что то ж·с самое, имеющий конечное 
чис.по кр·айних лучей). В этом случа1е о поведе~нии посл·е­
доват.ельности операторов 1на всем пространстве можно 

судить, зная о iee поведении л~ишь на конечном числ·е 

э.ТJементов. 

Оказывается если Х .сеть.' К-ли.неал (в смы.сле по­
µядка, индуцир~ванного из У), то из наличйя в Х ко­
нечного супремального генератора следует, что Х я.вля­
скя К-линеалом огр·аrничснных элементов. Более того, 
оправедливо следующее 

Пред.по ж с ни с 3.1. Если К-линеал Х содержит 
минорирующий конечный конус, то Х является К-ли­
неалом ограниченных элементов. 

До !К аз ·а тел ь ст в о. Пусть ~конус Н имеет своими 
образующими э.псм-енты h 1, ••• , hп. Обоз,нач.им чере~ 
и инфимум эт:их элементов. Та1к как lj-:- минорирую,щии 
кону.с, то для любого элем·ента хЕХ наидутся н.еотрица-
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п 

тельные числа а.1, ... , an та1ки~, что ~ akhk ~ х. Пола­
k=I 

п 

гая ~ a.k =а; получим, что о.,и~х. Рассуждая таким 
k=l 

.же ·образом О'Jiносительно элемента -х, ~найдем число 
~;;з:о, при котором ~и~-х. Так.им образом, нашлись 
числа а, ~=R+ такие, что 

-а(-и) ~х~~(-и). (3.1) 
. 

Обозначим через е элемент -и. Можно видеть, что 
е>О. Осталось провер:ить, что е- это ·единица в про­
стра~нстве Х. Допустим противное, тогда лайдетс.я эле­
мент Хо>О такой~ что хоЛ е=О. Пусть число ~ таково, 
что Хо~ ~е. Не нарушая общности, можно считать, что 

~;а.!. Тогда ( 1 - ~) х0 >О и, сЛедовательно, 

О<хо/~~хоЛе=О. 

Подученное противор.ечие показыв,ает, что е - едини­
ца в Х. Поскольку, помимо этого, но (3.1) любой эле­
мент ХЕХ ог1ра.ничен по отнопiению iK е, то Х есть К­
линеал ·ограниченных элементов. П1редложе~ние доказан·о. 

По теореме Крейлов - Какута·ни для каждого ар­
химедова К-линеала ограниченных элементов Х суще·ст­
вует ~компакт Q такой, что Х изоморфен ( алгебраическ-и 
и порядково) 'Некоторой под1стру~ктуре пространства 
.C(Q), всюду плотной в C(Q). Е.сли, кроме того, Х по­
лон от.носиrелЬ~но своей естествен.ной нормы, то он 1сов­
,11адает .с про.странством С (Q). Поэтому ограничимся 
изучением конечных г-енераторов лишь в С ( Q) в смыс­
ле В (Q). 

Необходимо отм1етить, что .п:юбое плот1ное подпрост­
ранство в С ( Q) я·вляется супремальным генератором 
C(Q) в смьr.сле B(Q) (см. предложение 1.1.3). Это об· 
стоятельство позв.оляет .сформулировать на я.зыке самr­
го КN-ли.неала ограниченных элем1ентов Х критерий то­
го, что конус Н в Х при реализации Х ( ка1к плотного 
подпространства C(Q)) станет 1супремальным генерато~ 
ром Х (и следовательно, .с ( Q)) в смысле В ( Q). По 
пр1едложениям l.1.2 и 1.1.3 Н ,обладает этим свойством 
в том и толыко в том случае, если ми.нимальн·ая верх­

няя полуструктура, порожденная Н (т. е. множество 
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эле.ментов В~ида h1 V ... V hmt где hiEH (i:::i= 1, ...• т; 
m= 1, 2, ... ) ), пло11на в Х. 

П1ри исследова.нии конечных 11енератор·ов удобiно .ис­
пользовать кр1итерий генератора ·в терминах «почти пи· 
ковых» функций. Этот ~критерий выте:кает из следующе­
го утверждения. 

Т ·е о.р е м а 3.1. Точка z компакта Q входит в грани­
цу Шоке минорирующего конуса Н пространства C(Q) 
в том и только в том случае, если выполнено следую­
щее условие (А): для любых е >О и окрестности И тоtt­
ки z найдется функция hE.H, «опорная к пике Урысона», 
т. е. такая, что 

h (z) > 1 - е; h (х) < 1 (х Е И); h (х) ~О (х Е Q""U). (3.2) 

Доказательство. (1). Пу·стъ z в.ходит в г·ра.н1и­
цу Шоке ·конуса Н и И - окрестность точки z. Исполь­
зуя теор•ему Урысона, построим пику Урысона g с в·ер" 
шиной в точке z: 

. g (z) = l; g(x) = О(хЕ Q""U); О~ g~ 1. 

По любому е>О найдем функцию hEH такую, что 
h~g и h(z) >g(z)-e. Эта функция удовлетворяет у.с. 
ловиям (3.2) пр.и данных е и И. 

(2). Пусть выполнено условие (А). Необходимо по­
казать, что f (z) =sup {h(z): hЕИ1} {fE.C (Q)). Отметим, 
прежде всего. что это ~соотношение достатоЧiно прове­

рить лишь для фуrн1кu:ий f та:ких, что f(x) >0 (xEQ). 
В 1самом деле, так как Н - ми.норирующий конус, то он 
содержит силь·но отр.ицате.пь.ный элемент f н. и потому д.пя 
л1юбой фу.нк:ции geC(Q) найдется ч1исло Л>О такое, что 
(g-J...fп) (х) >0 (xEQ). Из нера.ве~нства 

(g-Лf н) (z) =sup{h(z): h~g-Лfн, heH} 

с.педует, что g(z) =.sup{h(z) :li~g, hEH}:- " 
Итак, пу.стъ. f-сильно положит~ельныи элемент 

С ( Q). Не ум ал я я общности, считаем, что функция .f 
нормирована у:словием f (z) = 1. Пусть И такая о крест-

е в 

ность точ~и z, что 1f (х) - 11<2 для всех хе И. По 2 
и И найдем функцию· h', удовлетворяющую условиям 

(3.2), и положим h = (1 - ~) h'. ·Заметим, что 

h(z) = (1 -.;. )h' (z)> (1 - .;-)' > f (z) - е. 
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е 
Для xe:U выполняют.ся неравенства f(x)-1~-2' 

8 
h(x)~ 1-- 2.поэтому f(x)-h(x) ~f(x)-1+1-~(x} ~О. 

Помимо этого, для хЕ Q~U им.еем h(x} :::;;о и, стало 
быть, h(x):::;;f(x). Таким образом, h~f. Теорема дока­
зана. 

с л с д ст в и е. !v1инорирующий конус н является 
супремальным генератором пространства С ( Q) в смыс­
ле В ( Q) в том и только в том случае, когда для любой 
точки ze:Q выполнено условие (А}. 

3 а меч а:н и е. Т·оорема 3.1 представля.ет !ИЗ себя 
утверждение типа rеоремы Бишопа - де Лю (см., 1на­
цример, [ 13]), дающей описание границы Шок1е фу1нкци­
ональных ал1гебр в терминах опорных к пикам Урысона. 

Покаж.ем, используя теорему 3.1, что в пространстве 
С ( Q), где Q - конечномерный ~компакт, существует ко­
нечный супремалъный генератор. 
П р ед л о ж е 1Н и е 3.2. Пусть Q - компакт, лежащий 

во внутренности положительного ортанта Ri простран­
ства Rn. Конус Н, _натянутый на образующие -1. 

п 

х ~ х1 , ••• , Х--+ Xn, х-+ - ~· х~, является супремаль­
k=t 

ным генерат.ором С ( Q) в смысле В ( Q). 
До.к аз ат ел ь~с тrв о. Выбе~р1ем число в>О, точку 

Z= (z1, ... , Zn) e:Q и окрестность И этой точки. Рас-
п 

смотрим функцию h': х~ - ~ (xk-zk) 2. Итак, h' е.Н. 
k=l 

Выберем, далее, настолько малое положительное число 
п 

б, что б < ~ z~ и - б > max{h' (х): хЕ Q~U}. Фу,н.кция 
k=I 

h" = h' +в 1 входит в Н и обладает 1сл·едующими :свойст­
в,ами: h" (z) =rб; h" (х) ~О (х Е Q~ И); h" (х).:::;;б {ХЕ И). 
Функция h" /б удовлетворяет при а:~.анных в, z и И соот­
ношениям (3.2). Доказательство за1В~ершается ссылкой 
на след1ствие к Т1еореме 3.1. 

Анализируя доказательство предложения 3.2, нетруд­
но привести достаточный приз1нак супремального :f'lене­
ратора. 

П .ред лож е1н и.е 3.3. Если Н- конус в C(Q), со­
держащий сильно отрицательный элемент f н и обладаю­
щий тем свойством, что для любой точки ZE Q найдется 
функция h такая, что h(z) =0; h (х) < h(~) (х Е Q~{z}; 
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h-8f нЕН при некотором_ о>О, то Н _:_ супремальный 
генератор C(Q) в смысле B(Q). 

Поиведем нооколько простых примеров. 
Пример 3.1. Пусть f и g строго вог.нутые дифф·ерен­

цируемые фуНIК:ЦИИ, определ·еННЫе На промежутке f а, Ь), 
причем f убывает, g возрастает и при всех ХЕ [а, Ь] .вы­
полняются неравенства 

f (х) f' (х) 1 
g (х) g' (х) > О; lf (х)\ + \g (х)\ > О. 

Тогда кону.с Н, состояШJИЙ из функций af+~g+1(-1) 
(сх, ~, 1~0), является су.п.ремальным генера"Гором С ( [а, 
Ь]) в .смысле В ( [а, Ь]). В самом деле, зафи~сируем 
точку ZE [а, Ь) и вы·бер·ем числа а, ~>0 так, чтобы 
a/~=-g' (z)/f (z). Им·еем af' (z) +~g' (z) =0, af (z) + 
+~g(~) >0. Н·етрудно проверить, что функция h=af+ 
+~g+'Y (-1), где 1=af (z) +~g (z), _удовлетворяет воем 
условиям пр·едлож1е.ния 3.3, от.куда и следует т.ребуем.ое 
утверждение. 

Пример 3.2. Трехмерное подпростJJанство Н прост" 
ранст.ва С ( [а, Ь ]'} предста1вляет собой су прем альный ге­
нератор С ( [а, Ь }) в смысле В ( [а, Ь]) в том и только 
·В том случае, ;когда оно явл;яетоя линей1ной оболочкой 
1ip.ex фу1нкций f 1, f 2, f з, образующих чебышевскую систе­
.му 1на о~езке [а, Ь]. Это ут.верждение п.рИJНадлежит, по 
существу, П. П. l(оровкину [88]. Налом1ним, что функ­
ции fiEC([a, Ь]) (i=l, 2, 3) образуют .чебышевскую 
на [а, Ь] си.стему, если для любых разлrичных х1 , Х2, 
Хз из [а, Ь] вы.полняетс.я условие 

f 1 (х1) f 1 (х2) f 1 (Хз! 
f 2 (х1) f 2 (х2) f t (хз) rf=O .. 
f З ( Х 1) f 3 ( Х 2) f З ( Х3) 

•' 

Н·еобхоАимость высказанного утверждения проверяе'ТСя 
просто. Достаточность мож·ет быть проверена 1с помощью 
следующих предложений. Пусть Я-линейное подпро" 
странство пространства С ( [а, Ь]), натянутое ·на элемен­
ты чебыш.евокой ·системы 3-го порядка. Можно показ·ать, 
что Н содержит .сильно отрицательный элемент и, кро­
ме того, для любой точки ZE (а, Ь) найд·ется фу1н.кция 
hEH такая, что h(z)=O и h(x)<O .(xE[a,b]'\.,{z}). 
Это означает, что (а. Ь) содержиrея n границе Шоке под­
пространства Н. Из оnределения чебышевской системы 
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вытекает, что точки а и Ь также В'х0дят в границу Шоке. 
(Доказательства использованных свойств чебышевской 
системы 1содержатся, наприм-ер, в (88] ). Итак, граница 
Шоке Н совпадает ,с [а, Ь] и, ·стало быть, Н- суцр1е­
~1алЫiый ге:нер·атор. 

Пример 3.3.1 Пусть µ - положительная радоновская 
мера !На 1.Компакте Q; µ:::;ЬО. Полупространство Н = {he: 
EC(Q): µ(h) ~О} я·в.пяется ·супремальным генератором 
C(Q) в смысле В (Q) в том и только в том случае, когда 
носитель м·еры µсодержит более одной точки (т. 1е. µ:::;Ь 
:::;ЬЛех, где XEQ, Л>О). 

В сам.ом деле, 1если µ=Ле~ (xeQ, Л>О), то точка 
х не входит в границу Шоке копу.еа Н. Пусть носитель 
µ содерж·ит более одной точки. Для любой точки ZE 
ES (µ) И ДОСТаТОЧНО малой окре.сТНОСТИ Vz ЭТОЙ ТОЧКИ 
найдем функцию hEC(Q) такую, что h(z) =0; h(x) <0 
(xe:Q\{z}; h(x) =-Л (xe:Q \ Vж); з~есь Л ·настолько 
большое положительное число, что µ(h) <0. Отметим, 
что -1 ЕН. Из пред.пожения 3.3 вытекает, что Н- суп­
рем а.пыпый генератор. 

В-ернемся к изучению ;конечных супремальных гене­
раторов С ( Q) в смысле В ( Q). Нас 1инте·р.есует, как'Им 
должен быть компакт Q, чтобы пространство С ( Q) им·е-

" ло конечныи генератор, ·а также ~какова минимальная 

«разм.ерность» генератора. 

Введем в .связ~и 1с этим сл1едующие определения. Се­
м·ейство функ~ий (f1, ... ' f т) есть супремальный базис 

в пространстне C(Q), если конус н =С~ a.1f1: а.1 >о} 
супремально порождает пространство С ( Q) в смысле 
B(Q). Если, кром·е того, fi=-1, то фу.н1кции f2, ... ,. fт 
назы.ваются супремальными образующими С ( Q). Мини­
ма.пьное чис.по су.премальных образующих С ( Q) называ­
ется супремальным рангом пространства C(Q) (или 
компакта Q) и обозначается sim (Q). (Это определение 
.онравдано, в ча·стности, тем, что .супремальны.е ранг-и 

гомеоморфных компактов совпадают). Минимальное 
число функций, составляющих супр-емальный базис 
в просТ1ра·нст.ве C(Q), об.означим Sim(Q) (это так назы­
ваемый полный супремальный ранг). Если чнс.по Sim ( Q) 
определено, то, квк с.педует из определений, либо 

Sim(Q)=sim(Q)+l, .пибо Sim(Q)=sim(Q). 

1 Этот нример принадлежит С. Ф. Мадыхиной. 

5 С. С. Кутате.r.адзе. А. М. f'убююн 129 



Из предложения 3.2 ;немедленно вытекает, что для 
kомпакта Q, лежащего в п-мерном пространстве Rn, 
выполняется неравенство sim(Q) ~п+l. Справедливо 
и обратное утверждем.ие. 

Семейство непре~рывных на Q функций (f1, . _. ., f m) 
назовем 2-разделяющим, если следы фу,нкций f 1, ••• , 

fт сна любое д·вухэлемен'ЛНое подм,ножество Q' компакта 
Q образуют суп·ремальный базис в пространстве R2 

( т. е. в С ( Q') ) . _ 
Из теоремы 3. l следует, что конус Н 1в R2 является 

супремаль·ным генератором R2 в том .и только -в том слу­
ч.ае, ~ли 1найде-гся число бе: (О; 1) такое, что Н ·сО~Цержит 
точrки (-l, б); ( б, -l ) . 

Таким образом, ,семейство (f i, ••. , f m) будет 2-разде­
ля~ощим в том и только 1в том случае, если для любых 
двух точек х, ye:Q ~найдется число бЕ {О, l) п .наборы 
неотрицательных чисел (а1 , ••• , ат), (~ 1 , ••• , ~~). та­
·кие, что 

т т 

~ a1f1 (х) = -1; " ~ aift (у)= 8; 
l=t i=l 

т т 

~ Pifi (х) = 8; -~ Ptf1 (у)= - 1. 
l=I l=I 

Супремальный баз\ис является 2-разделяющи.м сем.ейст­
вом (это вызвано тем, что понятие В-выпукл.ай функции 
носит локальный ix·apaкrep). 

Имеет место 
Пред лож Е~ ни е 3.4. Если на компакте Q существу­

ет 2-разделяющее семейство (fo, f1, ••• , f n+i) такое, что 
fo(x) <0 (xe::Q), то Q топо~логически ·Вкладывается в Rn 
(т. е. А:f,ножество Q .гомеоморфно- некоторому подмно-
жеству Rn). . 
До .к аз ат ель ст в о. Рассмотрим отображение 

'Ф: Х--+ (fo(x), ... , fn(X) ). Ясно, что 11'-это топологи­
ческое вложение Q в Rn_+ 1• Покажем, что лrобой луч, 
исходящий из .нуля, содержит .не боле-е, чем одJну точку 
множества ф(Q). В·· :противоположном случа.е для неко­
то,рых х, ye::Q найдется число....а>О та1кое, что fJ(x) = 
af;(U) (j=O, ... , п), т. е. т.очки (/J(x), f1(Y)) (j=O, ... , п) 
пространства R2 лежат на одной iпрямой, проходя­
щей через сильно отрицаrельный элемент. Прси любом 
расположен·иrи элемента <f n+l (х), f n+1 (у)) JК.анус :В R2, 
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на·тянутый на точки (fJ(x), fJ(Y)) (j=O, 1, ... , п+l), не 
является суtпреМ~альным генератором R2, а это противо· 
речит тому, что (fo, ... , f n+1) 2-раздел!яющее семейство. 

Из изложенного следует, что отображение Ф (х) =: 
=ф(х)/J,р(х) J (где J • J -евклидова 1норма) гомеоморф­
но отображает Q в •еди1ничную сф·еру Zn+t пространства 
Rn+l, Поскольку f0 (x) <0 для любого xEQ, то образ 
Ф ( Q) компакта Q 1не совпадает ie·o ~Всей сферой, откуда 
и вытекает справедливость предложения. · 

3 ,а м ·е ч а.и и ·е. Из доказательства следует, что пред­
лож·ение остане11ся ·опра-ведли.вым, если у·словие «f о (х) < 
<О (xEQ)» заменить условием скомпакт Q н·е .гомео· 
мо.рф.ен сфере Zn+1». · 

И.з пр·едложепий 3.2 и 3.4 вы'Гекает следующая 
Т ·е о р е м а 3.2. С упремальный ранг sim ( Q) ком пак. 

та Q равен п+l (n~l) в том и только в том случае, 
если наименьшая размерность евклидова пространства1 
в которое Q топологически вкладывается, равна п. 

Из. замечания. к предложе~нию 3.4 1сл·едует, что в слу­
чае, если компакт Q н.е rом·еоморфен ~сфере, то мини­
мальное число фу111кций, составляющих супремальный 
базис (Sim(Q)), со.впадает с sim(Q)+l. В дальнейшем 
будет показано (см. пункт 6°), что в случае сферы это 
утверждение неверно. 

Sве~дем 1понят.ие о системе !(оровкина (/(-системе). 
Так называеrея сис'Гема {j)= (f 1, ••• , f m) .непрерывных 
функ.ций на компакте Q, обладающая тем свойст­
вом, что натя.нутое на нее подпространство НФ прост­
ранства С (Q) я.вляется супремальным генератором 
в C(Q). 

Нетрудно видеть, что если семейс'Гво ер= (f 1, ••• , f m) 
является К~системой на компакте Q, то найдутся 
функции g2, ••• , gm такие, что се:мей·ство 'Ф= (-1, g2, 

••. , gm) т.а.кже будет являться !("системой. В самом де­
ле, поскольку подпрос'I'ранство НФ супремально порожда­
ет C(Q), то в нем ~Содержится сильно отрицательный 

элемент fЧ'· Выберем в НЧ' базис cp'=·(fФ,f;, .•• ,f~)(нe 
у.меньшая общности, можно ·считать размерность Н, рав-

( ( . ( ) 
ной т). Подпространстоо н., где 'l'= - 1,_;ср, .•. ,_;Ф 
также супремально порождает C(Q) и, стало быть, 1j>есть 
К4система. В случае супремальноrо порождения конуса­
ми та·кое пОС1'роение, вообще говоря, ·Невозможно. Поз· 
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тому различие между супремальными базисами и супре­

м алъными образующими сущест~ен.но. 
Супр·ема.пьный ранг является 1не.околь.ко более тон· 

кой характеристикой компакта, чем минимальный ранг 
систем l(оровкина. В качестве примера отметим, что 
суцремаль1ные р.анги отр·езка и окружности ·равrНЫ соот­

ветств·енно двум 1И трем, в то .время :как минималыные 

ранги сист.ем Коровки.на этих прост,ранств, как известшо 
[ l 69], совпадают. 

В заключение этого п)'~нкта прив.едем еще одну 1ха­
рактеристику супремальпого базиса. 

Предложение 3.5. Пусть fiEC(Q) (i=l, ... , 
rn) и 'Ф : Q ~ Rm отображение, определенное формулой 
Х--+ (/1 (х), ... , fт(х)). Функции f1,.,., fm образуют 
супремальный базис пространства C(Q) в том и только 
в том случае, если для каждой функции f Е С ( Q) най· 
дется монотонный (в смысле порядка, индуцированного 
коfi:усом R.1!/-) сублинейный функционал p:Rm--+ (-оо, 
+оо] такой, что f=р01ф. 
До .к аз а т ·ель ст в о. Как показ,ано в примере 1.2.5, 

сублинейный функционал р монотонен в том и только 
в том с.пучае, е.с.пи существует подмноже·ство А конуса 

R'!i. такое, Ч'ГО 
р (х) = sup (а, х) 

аеА 
(3.3) 

(здесь сим-волом ( ·, ·), как обычно, обозначено скаляр· 
ное произведение в Rm). 

Пусть И - подмножест.во конуса Н, натянутого на об-

разующие f1, ... , fm· Положим А ={а R+: ~ aJl Е и} 
i=l 

и чер,ез р обозначим функцион.ал, построенный по мно­
жеству А с помощью формулы (3.3). Доказательство 
предложения вытекает из сл·едующих раве:нств: 

т 

sup h (х) = sup ~ aif i (х) = sup (а, 'Ф (х)) = (РО'Ф) (х). 
ht:=.U at:=.A i=I аЕА 

4°. Конечнопорожденные К-nространства. В этом 
пункте 1 ·рассматривают.ся супремальные генераторы 
К·пр.о.ст.ранства У в себе (т. е. в с~ыс.пе самого се.бя; 

1 Основные результаты этого пункта принадлежат Н. В. Рутков­
скому [149]. 
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в обозначениях пункта 1° векторное подпространство 
Х со.впадает с У). Нас интересуют лишь конечные гене­
раторы. Введем в связи с этим следующее опр·едел-ение. 
К-пространство У ,называется конечнопорожденным, ее" 

u u 
ди в нем сущес'Гв.ует конечныи супремаль·ныи генера-тор 

от.носительно самого себя. ·На основе пр·е.дложен.ия 3.1 ко· 
нечнопорожде~нное пространство я.вляется пространством 

О·Граниченных элементов. Нетрудно установить, что спра­
ведлив.о 

Пред лож с ни е 4. 1. К-пространство У конечнопо­
рождено в том и только в том случае, если найдется ко" 
нечномерный компакт Q такой, что У изоморфно К~по· 

/'.. 

полнению С ( Q) пространства С ( Q). 
Д о к аз ат ель ст в о. Если Q - конечномерный ком" 

пакт, то С ( Q) имеет конечный генератор Н в смысле 
B(Q). Конус Н будет генератором C(Q) и в смысле 
"" А 

C(Q). Поскольку C(Q) супремально порождает C(Q), 
/'.. 

то Jf является генератором и в С ( Q). 
Пусть У 1конечнопорожденное К-пространство и ко" 

нус Н, натя.нутый на образующие h1, ••• , hm, супремаль­
но порождает У в себе. Не уменьшая общности, можно 
считать, что У реализовано ка к пространство непрерыв­
ных фу~нкций на 1нек·отором компакте Q. Определим ото­
бражение Ф: Q--+Rm формулой Ф {х) = (h1 (х}, .. ·J 

hт(х)) и Q обозначим ~конечномерный компакт, являю­
щийся об;разом Q при этом отображении. 

Отображение Ф порождает ·изоморфное вложе.н.ие 
простра1нства C(Q) в C(Q) по формуле f-+ fОФ. Об· 
раз С ( Q) при этом вложе.нии содержит Н и, стало быть, 
супремально порождает С ( Q) =У. Из этого следует, что 
К-пополнение пространства C(Q) изоморфно У. Предло­
жение доказано. 

Дальнейшее изучени-е консчнопорожденных К·прост" 
ранств оnИ'рается на следующее 

П 1Р ед ложе .и и-е 4.2. Если Q - компактное тополо· 
гическое пространство, то база К-пространства С ( Q) 
изоморфна булевой алгебре всех регулярньiх замкнутых 
подмножеств компакта Q. 

Приведем некоторые сведения) ~которые понадобятсfl 
нам при доказательстве этого п·редлож·е,ния_. 1• Базой 

' ' 
1 Читатель, незнакомый с теорией булевых алгебр, может· без 

ущерба для дальнейшего nропустИть оставшуюся часть этого nункта. 

133 



К-п~ространства .называется булева алгебра его еди1НИЧ1НЫХ. 
элем~тов. Булева алгебра сепарабельна, если она об~а" 
дает счет1ным плот:ным подмнож·еством. (Подмножество 
S булевой ал:г~ебры В назы.вается плоmым, если оно ми~ 
норирует В в том смысле, что для любого ЬеВ, b=F 
=F:-oo найдеrея элем1ент sES, s=F-oo та:кой, что s~b; 
эдесь -оо наименьший элеме.нт алгебры В.) 

,,,,.....,. 

Пр.и'Ведем описа1ние пространства С ( Q), где Q - :~м­
пактное топологическ·ое прост,раоство. Обозначим С ( Q) 
множество ·всех веществ·енных функций, .за.данных, :не" 
прерывных :и ограничен.ных на мrнож.ествах в Q, дополни" 
тельных к тоiци:м множествам (т. е. ·на в1сюду плотных .._... 

множествах). Функции <р1, ср2Е0 ( Q) назы.ваются эк­
ви:вале.нтными, если совпадают .на пересечении 1своих 

областей определ·ения. Можно показать (см., например, 
л . 

[37] ), что пространство C(Q) представля·ет собой (с точ" 
ностью до изоморфизма) фактор"пространство C{Q) 
по введе.нному отнош·оои19 э·квивален-r~ности с е:сте-с'llвен­

ны:м определением алгеб~раических операций и отноше-
,,,.....,. 

ния порядка. Кл асс :из С ( Q), содсрж ащий функцию" ер --из C(Q), обозначим [ер]. Опиш·ем участвующу10 в фор-
мулировке предложения булеву алгебру ·всех регуляр~ 
ных зам:&нутых подмножеств ~компакта Q. Зам1кнутое 
подмножество этого компа·кта 1н:азыв·ает.ся регулярным, 

е.сли оно совпадает с замыканием мекоторого открытого 

множесwа. ·Оовоку:пность Fq всех регуляр.ных зам1кну-
-тых подмножеств Q упqрядочим по включению. Н·етруд­
но проверить, что при этом F Q станов.ит.ся полrн:ой дис~ри· 
буwrвной -стру.ктурой: если (Ал)лелСFq, то 

V А~= U Ал; /\ Ал= iпt ( П А'-)• 
).е:Л лел л.ел лел 

Кром·е того, для К:аждого А в F q существует допол.нение 
А' (в 1Качестве А' вы~етупает замыкание м,ножества Q'\..A). 
Т.аким образом, Fq........: полная булева алгебра. Заметим, 
что совокупность всех ~~амк.нутых регуля.рных окр.ост.но· 
стей Я·влнется плотным в алгебре F q м.нож·естоом. Если, 
в частнос-vи, Q обладает сче-r~ной базой окрестност.ей, ?то 
алгебра F Q 1сепарабельна. 
До :К аз ат ель ст в о пр ед ложен и я 4.2. Пусть 

А входит в булеву алгебру F Q ~сех р·егуляlрных замrк.ну" 
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тых подмножеств Q. Фу.нкция ед, определенная на 
Q'\.дА (гд:е дА- граница А) формулой 

{
1 ХЕ intA 

еА(Х)= 0 XEQ"-.A, 
вхQДит в C{Q). Заметим, что для воех хе:Q"-.дА выпоп" 
няется равенство (1-ед(х))/\ед(х)=О. ~тсюда следу­
ет, что (ft]-[ед])/\[ед]==О, т. е. feA] ямяется единич-

А 
ным элем·ентом J(-простра1нства C.(Q). Очевидно, что 
отображение <р: А-+ [ед] является изоморфизмом -ал­
гебры F q в бул·еву ал11еб1РУ Bq единичных элементов 
л 
С (Q). Пусть е' -•ненулевой единичный эл·емент Bq. По 
определению /(-пополнения выполняется ·равенство е' =-
=supU ,,, где Ue· = {[fl·e·c(Q): f Е С (Q), f ~ е'}. Так 
как е'>О и Oe:U",, то rнайдется фунtКция foe:C(Q) та­
кая, что 0< [f0] ~е'. Я:сно, что fo>O. В открытом мно­
жестве {xe::Q: f0 (x} >О} выберем регуляр1ное замКiНутое 
подмножество А. Класс [f о] принадлежит компоненте / 

/' 
(см. [41]) простра1нства C(Q), порожд.енной элементом 
е'. ПоС~Кольку Л[fо] .;;э:ед при достаточно больши·х д, то 
[ еА] е.1" Тем ~самым показано, что изоморфизм <р отобра­
жает пол1ную булеву алгебру Fq в полную плотную под-

> л 

ал·гебру базы пр·остранс-vва С ( Q). Из ~известной теоре-
мы из теории булевых алгебр [152]11следует, что алгебра 
Fq изоморфна ·этой базе. Предлож1ение доказ.ано. 

С л ед ст в и е. Если компакт Q конечномерен, то ба" 
Л 

за пространства C(Q) сепарабельна. 
11 р ·е цл о же.ни е 4.3. Пусть !(-пространство ограни­

ченнь~х элементов У имеет сепарабельную базу. Н ай· 
дется компактное подмнож·ество Q числовой прямой R 

л 

такое, что У изоморфно С ( Q)" 
Д о•к аз ат е п ь с т~в о. Пусть F- база пространства 

У. Не11рудно проверить, что F содержит счетную ПЛО'l'IНую 
подалгебру F'. Стоуновский компакт Q алг.ебры F' 1име" 
ет размерность нуль. .I(ром·е того, из ·сепа ра бельности 
F' следует (см. [152]), что Q метризуем. По теореме 
Менrера -Небелинга [95] компакт Q топологичесюи 
вкладывается в R. Алгебра F' изомqрфRJа базе /(-линеа­
ла С ( Q) и, так как Q вполне несвязен, ее пополнен.ие 

л 
(алгебра F) изоморф,но базе К-пространства C(Q)" 
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Итак, К-простра·пства ограниченных элементов У и 
л 
С ( Q) имеют изоморфные базы. От.сюда следует, что они 
и сами изоморфны. Предложение доказано. 

Прежде чем сформулировать основную теорему, до· 
кажем . 

П ·ред ложе 1Н и е 4.4. Если К-пространство У име­
ет супремальный генератор Н (в себе), являющийся 
двумерным подпространством, то У изоморфно простран­
ству R2• 

До ·к аз ат ель ·ст в о. Не ум·еньшая общности, мож­
ло с'читать, что У реализовано к·ак С (Q), где Q-экстр·е­
мальный вполне несвязный ~ком.пакт. Так как подпрост­
ранство Н является генератором, то оно содержит .силь­
но от,рица11ельный элем·ент, который, 1не уменьшая общ­
;НОсти, мож.но считать ·равным -1. Пусть h' функция 
из Н, линейно независимая с единицей. Полож!им 

Е1 ={ХЕ Q: h' (х) = i::h' (у)}; 
Е2 =- {х Е Q: h' (х) = min h' (У)}· 

yEQ 

Любая функu:ия hEH имеет вид h=ah'+~1 (а, ~е 
ER) и потому достигает максимума или на всем Q (ее~ 
ли а=О), ил1и .на Е 1 (если а>О), ил1и на Е2 (если а< 
<0). Если Е 1 UE2=Q, то любая функция hEH имеет 
вид h = СХ.ХЕ 1+ ~ХЕ. (где 'X,El характеристическая функция 
Ее (i=l, 2)). Отсюда следует, что У изоморфно R2• 

Пусть E1UE2 =/=Q и xeQ~(E1 UE2). ИспольЗуя лемму 
Урысона, построим функцию fEC(Q) та1кую, что f (."t) = 
=-1; f (х) =О (х Е Е1 U Е2); 1 ~f (х) ~О (xe:Q). 

Пусть he.H и h~f. Тогда max Ji(Q') =max h(E1 UE2) = 
= О, т. е. h~ О. Из сказанного ·следует, что sup {hEH: 
h~f} ~О, а это противоречит тому, что lf ·супремаль­
ный генератор. Предлож1ение доказано. 

3 а меч ан и е. Подоб1ным же образом можно пока­
зать, что пространство С ( Q), где Q произвольный ком­
.пакт, соде,ржащий более двух Т·очек, Н·е имеет двумер­
ных генераторов в смысле B(Q). 

Из доказанных выше предложений вытекает ;следу­
ющая 

Те о р е м а 4.1. Пусть У есть К-простр·анство, не изо­
морфное R i и R2• Следующие утверждения эквивалентны: 

( 1) У конечнопорождено; · 
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л 

(2) У изоморфно C(Q), где Q-конечномерный 
компакт; 

(3) у является к-пространством ограниченных эле­

ментов с сепарабельной базой; 
(4) htинимальное число образующих, которое может 

ил.tеть супремальный генератор пространства У в себе, 
равно трем. 

До к аз ат ель ст в о. В доказательстве нуждает.ся 
лишь 1имл.пижация (3) ==> ( 4). На основе предложения 4.3 

" У изоморфно C(Q), где Q--компакт, лежащий в R. 
Генератор C(Q) в смысле B(Q) будет и ген·ер·атором 
~ " C(Q), поэтому, как сл·едует из теоремы 3.2, C(Q) (а 

стало быть, и У) имеет генераторы в себе, натянутые на 
три образующие. Из предложения 4.4 видно, что генера­
торов, .натя.путых на две образующие, У не имеет. 

Пример 4.1. Рассмотрим К-пространство l00 в-сех ог­
раниченных последовательностей; l 00 =В (N) где N -
м1ножсство натуральных чисел. Ясно, что l 00 есть 
К·пространство оnраниче.нных элементов. Кроме того, его 
база сепарабельна (е·е счетнЫl\'1 в.потным. подмноже.ст­
вом ·служит, например, совокупность всех ортов ek ::::r 

=(О, ... , О, 1, О, .. 1, О, ... ,) ) . Таким образом, l 00 конечно-

k 
порождено и, стало быть, имеет генератор в себе, натя-
нутый на три образующих. 

Пример 4.2. Пространство L 00 ([О, 1]) всех почти всю­
ду (по мер·е Лебега) ограниченных на [О, 1] функций не 
является кон·ечнопорож,д~ен,ным. Как и цри доказательст­
ве предложения 4.1, можно.показать, что 1база L 00 ([О, 1]) 
изоморфна фа1кто:р-а.пгебре б01релевских множеств в [О, l] 
по идеалу м.ножеств лебеговой меры нуль. Известно 
(см. [ 152]), что эт.а фактор-аллебра не сепарабельна, 
откуда и ·следует ,наше утв1е,ржд·ен•ие. 

5°. Супремальные генераторы относительно множест­
ва функционалов. Здесь расс~1атривается еще один слу­
чай конс-трукции супрема.пьного порождения. Предвари­
тельно введем опрсде.11ение /f-ма1к.сима.льн.ой ме·ры в бо­
"11ее об1цей, чем ранее, ситуации. 

Р.ассмот,рим локально выпуклое пространство V, 
упорядоче~нное конусом К. К.анус Н в пространстве V 
назовем минорирующим, если для любого ve: V м.но­
жество Иv= {heH:li~v} непусто. (В случае, еслп 
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V содержится в /(-nространстве У и порядок в V индуци­
рован из У, это определение :совпадает с данным ра.нее). 
Ее.ли /( те.леоон, то конус Н является минорирующим 
в том и только в том случае, ее.ли он содержит сильно 

отрицательный элемент (т. е. внутрен.ний Э.Л·емент кону~ 
са ~к>~ 

Для конуса Н :в V и функционала v из /(* положим 

Sprv(v, Н) = {Р, Е V': µ>О, µ -v ЕН*} = 

=К* П(v + Н*). 
Функционал v Jiазовем Н-максимальным, если 

Sprv (v, Н) = {v}. Е·сли кону.с /( тел~есен, то нетрудно 
п;роверить, н,есколько модифици1руя доказа т.ельстRо тео­
ремы 2.7.1, что Н-максима.льные функционалы сущест­
вуют в том и только в том случае, если Н -минор·ирую­
щий конус. 

В об-щем случае, м.ожно ут.верждать, что спра:ведли-во 
следующее . _ 

П·ред.ложение 5.1. На конусе lf существует Н­
максимальный функционал в том и только в том случае, 
если конус Н+К всех элементов, минорируемых элемен­
тами конуса Н, плотен в V. 

П·ри докаэате.льств·е будем использовать ·соотношение 
(Н +К)*= Н* П .l(*, вытекающее из предложения 1.6.3. 
Не об ix од им о ст ь. П1редпо.ложим, что Н +К :#=·V. 

Тогда (Н +·К)*=Н*ГlК*содерж·ит ненулевой фун.кuионал 
µ. Для любого veK* имеем µ+ve:·K* П (v+H*) = 
·=-Sprv ( v, Н), что противоречит условию. 

Достаточность. Пусть H+K=V. Тогда (Н+ 
+К)*=Н*ПК*= {О}. Из сказа.нногq следует, что функ­
ционал µ=0 является Н-максималь.ным. П1редложение 
доказа•но. 

В д1а.льнейшем .необходимо следующее обобщение 
теоремы 2.7.2. 

П,р едл ожени е 5.2. Пусть пространство V таково, 
что каждый аддитивный однородный положительный 
функционал непрерывеfl. Пусть далее lf - минорирую­
щий конус в V. Функционал µе:К* является М-макси.; 
мальным в том и только в том случае, если для любого 
элемента ve:V выполняется соотношение 

µ (v)=sup µ (h) • . 
h<v.hEH 
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До к аз а t ел ьс т,в о. tlусть µ является Н-максli­
ма.льным функцианалом. Та1к как Н минорирующий rко­
н:'\'С, то на пространств:с V мо:жно рассмотреть конечный 
фун1кцпонал q: v-+sttp{1i(/1): lie=U.,,}. Этот фун.кционал 
нuложительно однороден и супераддитивен и лотом.у, 

I\ак сл-едует из теоремы Хана - Банаха, для любой точ­
ки VoE V ~найдется ,ненул·евой ·аддитианый и однородный 
фу,нкционал " такой, что 

q(vo)=v(vo); v(v);;;::q(v) (ve=V). (5.1) 

Так как q - монотонный функционал, то " положителен 
;lla К и, ·Стало быть, ,непрерывен. 

Для vEV выполняется неравенство q(v).~µ(v). 
Предположим, что для ~некоторого элем1ента v0 справед­
ливо соотношение q(tlo) <µ(vo). Найдем для элемента 
vo фу.нкционал ve=K*, удовлетворяющий условию (5.1). 
Нетрудно прю·вер.ить, что "* µ и vESprv (µ, Н), что про­
тиворечит Я-максимальности µ. Необходимость дак~аза­
на. Достаточность проверяется так же, как и в теореме 
2.7.2. Пр·едложеjн.ие доказано полностью. · 

Заме'DИМ, что непрерывность каждого аддитивного од­
нород,1ного положительного функциовала можно гаран­
тировать, 1нацример, в случае, если конус К телесен или 
V - пространство Фреше, а К - воспроизводящий rконус. 
(Доказ·ательств-о смотрите в монографии Шефера [ 17 4], 
где приводятся и другие достаточные ·условия.) 
· Пусть М - подмножество конуса К*. Конус Н явля­
ется супремальным генератором V ( супрем1ально порож­
дает V) относительно множества М, если Н-минори­
ру1ощий и для любого VE V выполняется 

µ (v) = sup µ (h) {µЕМ). 
he.H,&~v 

(5.2) 

Переформулируем э·то определение 1В несколько иных 
терм.ин.ах. С этой целью рассмотрим. К-пространство R14 

всех .Функций, определенных на М, и оператор 1: V 4-: 
-э--Rм, опреде.riе·нный следующим образом: 

-- J v (µ) = µ ( v) (µ Е М, v Е V). 

Равенство (5.2) можно записать так: 

Jv= sup Jh (vEV), 
h~.hEH 

где супремум берется в Rм:. 
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При любом ve:V фу~кция Jv непрерывна (считается, 
что в М индуцирована топология a(V', V)). Кро~1е т~го, 
J - полож.ительный оператор, ядро !Которого совпадает 
с О в том 1и только :в том cJiyчae, е-с.пи М разделяет 
т.очюи из V. Множест.во {hEH:µ(h) ~µ(v) (µЕМ)}, 
вообще говоря, шире, чем Иv и поэтому генератор прост­
ранства J ( V) в смысле Rм не обязан совпадать с генера­
т.ором V относительно М. Тем пе м·енее, генераторы от­
носительно М . оказываются полезными при изучении 
сходимости ·пос~едоват.ельностей фу1нкционалов. 

Отметим, что закдючение предложения 5.2 можно 
изложить так: минорирующий конус Н являет·ся супре­
мальным ге.нерато,ром относительно множ·ества {µ} 
в том и только :В том случае, есл1и функционал µ 
Н-ма~симален. 

Имеет М·есто 
Те о р е м а 5.1. Пусть V - локально выпуклое прост­

ранство, упорядоченное конусом К, причем каждый од­
нородный аддитивный положительный функционал непре­
рывен. Пусть1 далее, Н -минорирующий конус в V и 
М - подмножество К*. Следующие утверждения экви­
валентны: 

( 1) Н - супремальный генератор V относительно М; 
(2) для каждого функционала µЕМ любая последа" 

вательность (µn) такая, что µnEK* и lim µп (h) > µ( h) -п 
при всех hEH, слабо сходится к µ; 

· (3) каждый функционал µЕМ является Я-макси­
мальным. 

До ·к аз ат ель ст в о. И1мпликация ( 1) * (2) дока­
зывается так же, ·как предложение 1.1, импликация 
(2) * (3) о·чевидна, им1п.пикация ( 3) * ( 1) следует из 
предложения 5.2. 

3 а меч а ни е 1. Если конус К телессн, то требова­
ние минорантности ~конуса Jf излишне. 

3 а м ·е чан и е 2. Рассмотрим ·случай, когда V совпа­
дает с пространством C(Q), где Q-компакт. Здесь 
м.ножество НМ всех Р (Н)-максимальпых м-ер (гд.е Н -
минорирующий 1конус в С.( Q)) является конусом. В са­
мом деле, ·е.сли µ, vEH М, то по теореме Макободского 
для fEO(Q) выполняются равенс'Т'ва µ(f)=µ(coнf); 
v(f) =v(coнf), откуда следует, что (µ+v) (f) = (µ+ 
+v) (сонf) (напомним, что по определению (coJ{f) (х) = 
=sup {h (х) : h~f, he:H}). Вновь используя теорему Ма. 
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kободс.кого, получим, что µ+ve:H М. Таким Же образом 
проверяется, что µe:H!rf.-#cµe.HM (с>О). Ясно, чт.о 
Р (Н) -м·аксима.п.ьную меру µ можно рассматривать, как 
о.ператор µ:С (Q) --+-R, перестаповочный на минориру­
ющем конусе Р (Н) с операцией sup. Привлекая следст" 
вие к предложению 1.5, 110.пучи.м, что 'подпространство 
НМ - НМ пространства С' (Q) я.вляется К-пространст­
вом и, .следовательно, конус НМ (вполне) миниэдрален. 
Н.апомним, что оанова1ние м.иниэдрального кону:са назы­
вается симплексом. Таким о~разом, множество S = 
= {µ' е.НМ: µ' ( 1) = 1} я~В"т~яетсЯ симплексом (.см., в ча·ст­
ности, [ 17] ) . 

Предположение о том, что конус Н является минори­
рующим, в случае ·нетелесного конуса весьма ограничи­

тельно. Покажем, что !Некоторый аналог теоремы 5.1 
имеет место и ·в случае, есл1и это предположение не выпол­

нено. Введем предварительно определение. Пусть V -
локально выпуклое прост.ранство, упорядоченное кону­

сом К, а М - некотор.ое множе.ст.во полож-итель.ных ~на 
К линейных функционалов. Конус Н, л·ежащий в прост­
ранстве V, ,назовем обобщенным. супремальным генера­
тором V относительно М, если для любых ve. V и µе.М 
выполняет.ся равенство 

-µ (v) = sup lim · sup µ (h), 
(va.) а h~va,.hEH 

где внешний .супремум берется по всем сетям ( Va) аеА 
та1ким, что 

VaEH+K (аЕА); va.7v. 

Заметим, что в случае, если К телесен, то обоб1цен­
ный супремальный генератор совпадает с обыч.ным су­
премальным генератором. Это вытекает, 1наприм1ер, нз 
теоремы 5.2, если привл·ечь теор·ему 5.1 и замечание 1 

u 
к неи. 

Данное определ·ение оправдывается следующим ут­
верждением. 

Теор ·ем а 5.2. Пусть У-локально выпуклое прост­
ранство, упорядоченное конусом К и М с::.К*. Пусть, да­
лее, Н - конус в V. Следующие утверждения эквива­
лентны: 

( 1) Н - обобщенный супремальный ген~ратор V от­
носительно М; 
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(2) для 1<аждого µЕМ- любая . равн.осtепенно непре­
рывная последовательность (µ,,,) такая, что µ,,,еК* и 
lim Р.п (h) >JL (h) при всех hEH, слабо сходится к µ; -п 

(3) каждый функционал µЕМ является Я-макси­
мальным .. 
До к аз а rr ель с тв .о. ·( 1) =+- (2). .Пусть (µn) - по­

следовательность, фиrу.р:ирующая в (2). Для ve V поло· 
жим р (v) = lim µп(v). Функционал р, определе1нный 1на V - . 

п 

та:ким образом, супер·аддитивен и положительно одноро-
ден. Так ка~к последов·ательность (µ,,,) раDно.степенно не­
прерывна, то найдется окрестн__ость нул.s_t в простран­
ств-е V такая, что 1 µ,,, ( w) 1 ~ 1 для w ·из Этой окрестно· 
с1ш. -Функционал р ограничен на этой окр;естности. Из 
сказанного выте·кает аепрерывность р (см. пример 1.2.3). 

Рассуждая та1к же, как и в предложе~нии 1, 1, полу­
чим, что для иЕН +К вы1полняется соотношен.ие 

lim µп (и)> sup µ (h). (5.3) n h<::.u,hEfl 

Введем в рассмотрение фун,кционал q : V ~ Л, по­
ложив q (v) = sup µ ( U v) для VE V. Если vEH +К, то Uv= 
={hEH:h::.:;;v}=~ и поэтому q(v)=-oo. Функцио­
нал q супераддитивен и полож.ительно однороден. Рас­
см·отрим его замыка1ние q. Заметим, что (сравните пункт 
1° Введения и пу,нкт 70 главы 1) для vЕV.справедливо 
предстаnление.. 

q (v) = sup Гm sup µ (h) 
ua,..:;.v а h<.:va,,hEH 

(пр.и этом во вн.ешнем супремуме можно ограничиться 
лишь сетями, элем1енты которых лежат в. Н +К). Отме­
ти.м, что в силу ( 1) q= µ. Из формулы (5.3) следует, 
что для vEV справедливо неравенство p(v);:a:q(v). Так 
как р непрерывен, то и p(v);:a:q(v)=µ(v). Таким об­
.разом, для всех v имеет место соотношеюие lim µп (v) >-
;:,;:::·µ ( v), 0Т1куда и следует требуемое. 

(2) * ( 3). Очевидно. 

-п 

(3) * ( 1). Замети~м, 111режде всего, 1что на основе пред­
ложения 5.1 конус Н +К плотен в V. Пусть теперь µЕ 
ЕМ. Построим, ка1к и при доказаrельс11ве им.пли.кации 
( 1) * (2), функционал q: V--+ sup µ ( Uv) и расс1мотри-м 
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ero замЬDканИе q. Функционал q являеТ~ся ниЖ1ней огиба­
ющей опорных к нему линейных функционалов. Пусть 
v опорен к q. Та·к как q монотонен, то vек•. Кроме то· 
.го, v(h) ~q(h) =µ(h) ддя he.H. Та1ким образом, ve: 
e:Sprv (µ, Н) и, стало быть, v= µ. Отсюда следует, ·что 
q=·µ. Теорем·а доказана. 

Ниже п.риводятся примеры использования этой тео· 
ремы. 

. · Пример 5.1. П)liсть V - локально 1ВЫПУ1клое простран· 
ство, упорядочен1ное конусом К. Точка и .называется 
точкой гладкости конуса К, ·если ие:К и ·существует 
единственный (с точностью до положительного множи­
теля) функцион~л µu из К* такой, что µu*O, µu(и) =0. 
Про фуiпкционал µu говорят, что он проходит чер1ез точ" 
1ку и. 

П р ед л о ж е .н и е 5.3. Пусть и - точка гладкости 
конуса К и элемент и 1 из V таков, что µu (и1) =#О. Если 
равностепенно неnрерывная п.оследователь.ность положи­
тельных функционалов (µn) такова, что µn(и) -+О, 
µn(и1) ---+-µu(и1), ТО (µn) слабо сходится К ~tu. 

Для доказ~ель.ства достаточно заметить, что 
Sprv(µu, Н) = {µu}, 1И во~пользС\ваться теоремой 5.2 
(здесь через Н обозначена nлос-кость в V, :проходящая 
через ТОЧtКИ и и и1). 

То~ки r.ладкости ·ввели в ~рассмотрение В. С. Климов, 
М. А. I<р·ас.носеw~ьсюий и Е. А. Лифшиц [85]. Там же 
'Приведено предложение 5.3 для слу~чая, когда V банахо· 
во простра1нство. 

Пр им 1е 1р 5.2. Этот пример я.вляет-ся обобщением 
предыдущего (он рассмотрен без пр.ивлече.ния понятия 
супремальноrо генератора в [ 113]). 

Точка и называется точкой порядка т, е-сли иеК 
и ·сущесТ~вуют не более чем т линейно незави·симых 
функционалов ИЗ К* таких, ЧТО В TOtDIOe и все ОНИ обра­
щаются ·в ~нуль. Отме·rим, что точка порядка 1 является 
точкой гw~ад~кости конуса. 

Пусть, далее, Х1, ... , Хт - такие точки исх•одноrо 
простра.нства v~ что 

µ1 (х1) µ2 (х1) • · · µт (xi) 

µ1 (Х2) µ2 (Х2) • • • µт (Х2) l=f= Q 
• • • • • • • • • • • • 
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(здесь µi, ... , µт лин·ейно независимые положителы-rые 
функционалы, обладающие тем свойством,. что µ·i(и) =0 
(i=l,".,m)). 
Пред лож ·е1н и е 5.4. Пусть и - точка порядка tn. 

и точки Х1, ••• , Хт из V выбраны, как указано выше" 
Если равностепенно непрерывная последовательность по­
ложительных функционалов (µn) так.ова, что µn (и) --?о­
--?о- 0, µn(X1t) --?o-µ(x1t) (k=·l,. ", т), где µ произволь­
ный положительный функционал, причем µ(и) =0, то 
последовательность ( µn) слабо сходится к µ. · 
До К1а з а те л·ь ст в о. Обозначим ч·ерез Н подпрост­

ранство в V, натя1нутое на точки и, х 1 , ••• , Хт. Заметим, 
что полож·ительный ;росток функционала µ-на Н ·совпада-

·~т с {µ}. В самом: деле, пусть µe:Spгv (µ, Н), тогда 
µ(и) =0 111, СЛедоватеЛЬНО, найдутся ЧИ·СЛа ct1, •.• , ат 

т т 

такие, что ii = ~ cttµl. С другой стороны, µ. = ~ ~iµ.l. 
i::::.1 l==l 

Та1ким обра.зом, положив 1i=ai-~1, лолучим, что 1i 
... " " у,довлетворяют од·нороднои системе л-и1неиных уравнении 

т 

~ i'tµ. 1 (xk) = О (k = 1, ... , т) и, следовательно, из-за нe­
ii== 1 
выроЖiденности матрицы коэффициентов этой системы" 
1i=O (i=l', ... , т). Итак, Spгv(µ, Н)={µ}. Доказа­
тельство завершается 1ссыл1кой .на теорему 5.2. 

Рассмо1jрим вопрос о ·единственности распростране­
ния тождественного оператора с обобщенного су~пре-
1\fального генератора. 

П р ед л о же 1Н и е 5.5. Пусть подмножество М конуса 
К* разделяет точки из V и Н - обобщенный супремаль­
ный генератор относительно М. Каждый линейный по­
ложительный- оператор Т: V--?-- V, .мажорирующий на 
1-J тождественный операт.ор, совпадает· с ним. 

До·каэательство. Пусть µе:М. Для всех he:H 
имеем µ(h) ~ (Th) =T*µ(h). Таким образом, функцио­
нал Т*µ мажори1рует µ на Н. Кроме того, Т*µ~О. Итак, 
T*µe:Spгv (µ, Н) и ·по т·еореме 5.2 Т*µ= µ. Это и доказы­
Ва·ет предлож1ение. 

3 а м е ч а ·Н я ·е 1. Если Н обладает тем свойством, что 
для любого ve:Spгv(µ, Н) !Найдется положительный ли­
нейный оператор Т, мажорирующий на Н тождественный 
и такой, что v= Т·µ, то верно и обратное утверждение. 

3 а меч а ни е 2. В условиях предложения нельзя 
гарантировать, что из сходимости последовательности 
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положительных операторов на Н к тождественному вы­
текает ее сходимо.сть ·всюду. 

Пример 5.3. Подпрост;ранство V0 локально .выпуклого 
простра~нства V, упорядоченного конусом К, :называется 
насыщенным, если М1ножество фу,нкционалов, положи­
тельных па К и проходящих через тоttки гладкости (см. 
пример 5.1) К, лежащие в V0, .р1азделяет точки V. 

Нетрудно 1пров.ерить, используя предложение 5.5, что 
каждый положительный . .пинейный оператор, ·совпадаю" 
1ций на насыщенном подпространстве с тождественным, 
всюду тождественен. Для случая ба1наховых прострааств 
этот результат приведен в [85]. 

Рас-смотрим случай, ·когда V :совпадает ·С С ( Q), где 
Q ~компакт. Пу,сть М - множество положительных на Q 
мер. Через Те (М) обозначим совокупность всех опера­
торов вида Т,, где (Tq;f) (х)=ер(х) (f) (xe:Q, fe:C(Q)), 
а ер - непрерывно, ер : Q--+- М. Нетрудно видеть, что 
теор.ема 2.1, дающая 1в ·разляч.ных термина·х критерии 
суцремального генератор.а С ( Q) в 1смь1сле В ( Q), оста­
·ется справедливой и в этой ситуации. Точнее говоря, по­
лучаем верное утверждение, если в формулировке этой 
теоремы слова «Г·енератор. ~ ( Q) в смыС\~1е В ( Q) » заме­
лим 1на «генератор С ( Q) относительно М»; вместо 
«вх(хе:Q)» будем писать «µЕМ», вм·есто «Tc(Q)» будем 
писать «Тс·(М) » 1и, наконец, вм·есто ~равномерной с.ходи­
мости .на Q будем говорить о равномер.ной сходимости 
.на :компактных подм1ножествах М. 

Более того, имеет М·е·сто ·Следу1ощий общий факт, до­
каза тель.ство которого проведем на основе теоJJемы 

Май1кла. 
Пусть V -упорядоченное но.рмированное простран­

ство с телсоным конусом К но.пожите.пьных эле:мснтов, 
:а Т - рав.ностепенно непрерывный положительный опе­
ратор Т: V ~С (Q). Через М (Т) обозначим м,пожество 
{Т;\:: v ~ (Tv) (х) };\:eQC V'. Допустим, что отображенiие 
Фт: x--э--Spr (Тх, Н) си.пьно полу.непре;рывно снизу. Тог-
да справедлива . 

Теорем а 5.3. Пусть Н - конус в V. Следу1ощие ут­
верждения эквивалентны: 

( 1) Н - супремальный генератор пространства V от­
носительно М ( Т) ~ 

(2) любой положительньtй линейный оператор Т' из 
V в B(Q) такой, что T'h;;з::Th (he:H), совпадает с Т; 

(3) л1обая последовательность (Tn) положительных 
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линейных операторов ( Т": V--+- С ( Q)) такая, что (рав­
номерный) limTnh>Thдля всех hвН, .сильно сходится 

п 

к Т; 
(4) любой равностепf!нн.о непрерывный положитель­

ный оператор Т' такой, что T'lz~Th (he:.H), совпада­
ет с Т. 
Д О!К а э ат ель с тв о. ИмпликаЦии ( 1)·=> (2) => (3) 

следуют· из -vеорем 2.1 и 5.1. Импликап.:ия ( 3) => ( 4) оче­
видна. Установим справедливость соотношения ( 4) => ( 1). 

Допустим, что Н не является супремаль·ным генера­
тором простра1нства V оТtносительно {Т х0} при некотором 
xf.>e:.Q. Это, в часТtности, означает, что существует µ'Е 
ESpr(Tx,, H)~{Tz0}. По следствию теоремы Майкла най­
дется силь·но вепрерыв.ный селектор ер отображения Фт 
такой, что ер (хо)=µ'. 

Рассмотрим ;равностепенно непрерывный спектр Т', 
сооТtветствующий <р, т. е. (Т' v) (х) = ер (х) (v). Поскольку 
ер (х) е:.Фт (х), то T'h~ Th для всех he:.fl. Кроме того, 
так 1какµ'(vо)~Тхо(vо)при ~некотором VoEV, то (T'vo)(xo)= 
= µ' (v0) + Тх, (v0) = Tv0 (х0 ), Т'~ Т. Получили противо-
речие. · 

Пусть Н - минорирующий конус в С ( Q). Рассмот­
рим его границу Шоке Ch (Н). И.э теоремы 5.1 следует, 
что Н является супрем·альным генератором С (Q) от.но­
сительно Ch (Н). (На.помним, что, определяя границу 
Шо:к:е, мы фактически отождествляли компакт Q и мно­
жест.во { Bz: ZE Q}; :наделенное Ш·ирокой топологией.) 
Это простое эамiечанне иногда бывает полезным п;ри 
изучении вопросов, свяэа1нных с гра.ницей Шоке. При­
ведем соотв·етствующий пример (см. также 7°). 

Пример 5.4 1• Пусть Q - компактное топологическое 
пространство. РеЗольвентой называется семейство опера-

1 
торов (Rл) '->О, где R"e;E+ (С ( Q), С ( Q)); Rд1 = 1: 1 и, 

' . 
кроме того, 

(5.4) 
(Р1еэольвенты воз11и1<ают, в час11ности, при изучении мар· 
ковоких процессов [60, 68] .) Как 1следует и.з (5.4), 

1 
Rд'Rд= R'AR"_, nри любых Л, 'А'> О. Далее, ~RN\=-;:: (Л > О) .. 

1 Этот пример заимствован иэ книги Фелпса [1591 где он nас­
сматривался с иной точки зрения. 
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В само~ деле, если fe=C(Q), то +f~llflll и потому 

+ RJ ~ 1~1 R).1 = i 11f11. Так что \\R~\ < ~. С дрJ11гой сторо-
1 , 

ны, Rл.1 = 'i: 1. Кроме того, о.пера торы R1. имеют общую об-
ласть значений Н. Действительно, если fe::C(Q), то прИ 
любых Л п Л' имеем Rлf-Rл4=(Л'-Л) Rл (Rл.1f), поэтому 
Rл.1f = Rл. (f -(Л' -Л) Rл,f), стало быТJ}, обJiаст~ ·значений 
оператора Rл.1 ·содержится в области значений оператора 
R". Имеет место ·следующая 

Теорем а Рея [136). Для любой функции fe::C(Q) 
семейство (ЛR;.J) '->О сходится при Л--+- оо к функции 
f равномерпо на компактных подмножествах границы 
Шоке Ch(H) подпространства Н. 
До к а за т ел ь ст в о. Покажем сначала, что ЛRл.h-;t h 

(.по норме С ( Q)) для Л·юбого he::H. Действительно, 
если he=H, то h=Rif rпри некоторой fe::C(Q). Поэтому 
ЛR"h-h=ЛR"R1f-R1f=J ·R1R1f-RJ=R?v(R1f-f). Таюим 
образ.ом, , . 

\IЛRhh - hll ~ llRд\\ \IR 1f - fil = { llR 1f - fll >t О. 
Пусть М - компактное подмножество границы Шоке 

Ch(H). Так как Н я,вляется ~упре.мальным генератором 
относительно М, то из .сходимости семейств (ЛR1h) ~>о 
1к h(he=H) следует (на основе приведенной вы:ше моди" 
фи~аци» теоремы 2.1) заключение т.еоремы. 

6°. Супрем·аJiьные генераторы пространства C(Q) по­
рядка п. Здесь будут рассмотрены супремальные генера­
торы пространства С ( Q) (:где Q, ~как обычно, 1ко.м1Пакт) 
ОТtносите.льно множества Мп, еостоя.щего из всех вероят­
ностных мер, ·соаредоточен·ных Н·е более, чем в п точках. 
Если Н - супремальный 1генератор С ( Q) относительно 
м1ножества Мп, то -говорят, что Н супремально порожда­
ет С (Q) с порядком п. Е~л.и п= 1, то Mn можно отож­
дествить с камшактом Q ( кажщую точку z из Q можно 
рассм·атривать ~как м·еру Дирака e,J. В этом ~случае 
Н супремально порождает С ( Q) О'nносите.льно К-прост­
ранства B(Q). 

Имеет место 
П iP ед ложе п п с 6.1. Конус Н супремально порож­

дает пространство С ( Q) с порядком п в том и только 
в то;.1 случае, если для любых fe::C(Q), е>О и точек 
х,, ... , Xn из Q найдется функция he=H такая, что 

h (x).~f (х) (xeQ); h (xi) >f (х.)-е (i=·l,"., п). 
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До к аз а те д ь ·Ст в о. ·В доказатель·ст.ве 1iул<дается 
лишь необходимость. 

Предполагая, что доказываемое утверждение невер­
но, найдем feC(Q), е>О и точки Х1, •.• , XnEQ такие, что 
для каждой функции heH, удовлетворяющей неравенст­
ву h";;!::f, выпол.няется при некотором j соотношение 
h (х3 ) ~f (xJ)-e. Так как h~f, то при i=Fj справедливы 
неравенства h.(xi) ~f (xi)• Пусть а1, ••• ' ап;а::В>О- ПОЛОА 

п 

жительные числа, удовлетворяющие лишь ус.повию ~ai= 1. 
i=l 

п 

Для меры µ = ~ аiв ~. и.меем 
i=l t 

.... ~ . 

11 п 

µ (h) = L а1 h (х,·) ~ ~ aJ (xi) - еб = µ (f)- еб, 
i=l i=l 

откуда с.педует, что sup{µ(h) :heU1}~µ(f)-eб. По.пу­
ч1енное нсрав·енство противоречит тому, что Н .супре­
ма.пьно JJорождает С (Q) с · поряд1ком п. Предложение 
доказано. 

Ис.по.nьауя это предложение, можно при·в-е.сти пр;и·ме· 
ры генераторов поряд~ка п. П·ерей:дем к изучению -ко­
нечных супр.емальных генераторов поря~ка п. Конус, 
порождающий С ( Q) с порядком п, оч·евидно, супремаль­
но порождает C(Q) с ~порядком s ( 1 ~s~n). Кроме то­
го, ~как ·сл·едует из результатов пункта 3°, .на компактном 
проот.ранстве Q существует конечный ·супремальный ге· 
нератор C(Q) (в смысле В (Q)) в том и ~олыко в том 
случае, если пространство Q конеч:~номер1но. 

Введем дополнительно .не.сколько определений:. Го· 
варят, что сем.ейство функций (f 1, ••• , f m) есть супре­
мальный базис порядка п в прост:р~.нстве С ( Q), если 

конус н = {~ aif i : ai > о}супремалъно порождает прост-
i=l 

ранство C(Q) с порядком п. Минимальное число функ-
ций:, составляющих такой базис, будем обозначать 
Simn ( Q) и называть (по.лны1м) супремальным рангом 
порядка п. · 

Понятне супр·ема.пьпоrо базиса теапо связано с поня· 
тием обоб1ц.енной системы Коровки.на. Среди 1несхо.пь­
ких равносильных опред.ел·ений: этой системы (см. [ 171]) 
приведем наиболее удобное. 

Семейство непрерывных на Q фун1кций: (J)= (f 1, ••• , f m) 
называет,ся обобщенной системой Коровкина порядка 
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п (Кn-снсtемой) на .компак-ге Q, если любая положитель­

ная мера µ, обладающая тем свойством, что µ (f t) = 
ti 

= }}xifi(x1) при всех i= 1, ... , т (здесь а;>О, X;EQ 
1-1 . 

п 

(j= 1, ... , п) ), совпадает с мерой L aiex. Обобщенная 
j=l j 

система Коровкина порядка 1 совпадает с системой Ко-
ровкина (см. пу.нкт 3°). Обозначив через Н!р подпрост~ 
ранство С ( Q), натянутое па функции из семейства (f 1, ••• 

. . . , f т), можно са<азать, что ер является Кn-системой 
в том и только в том случае, е·сли Spr (µ, Н!р) = {µ} для 
любой положите.ль.ной меры, сосредоточ.енной пе более, 
чем в п точках. 

Из теоремы 5. 1 следует, что .семейство ер является 
Кп-системой в том и только в том случае, если подпрост­

ранство Hq> .супремальпо порожда1ет С ( Q) относительно 
множества .М n, состоящего из веех положитель.ных мер, 
сосредоточенныiХ не более чем в п точках, или, что то же 
са(мое, относительно множества Мщ состоящего из мер 

п 

µ = ~aiexiai ~О, xi Е Q, j = 1, ... , п)таких, что 11µ" = 1. 
j=l 

Та~ким образо!v.1, семейство. ер я.вляется Кn-1Системой 
в том и только в том случае, когда подпространство 

Н!р супремально порождает C(Q) ·с порядком п. В част-
1ности, Кn·система ер порождает супремальный базис по-

т \ 

рядка п (семейство f 1 , •.. , f m' -~J k). Рассуждая так 
же, как и .при п = 1 (см. пункт 3°), можно .показать, что 
еемейство ер= (f 1, ••• , f т) я·вляется Кn·Системой rна ком­
пакте Q, то ~найдутся фуtнкции g2, ••• , gm такие, что .се­
мей·ство 1ф=:(-1, g2, ••• , gm) также будет являться Kn-

" с~истемои. 

Введем :еще одно определ·ение. Семеf1ство функций 
(f1, ... , f т) называется (m) п)-разделяющим если сле­
ды фун:кций f1, •.• , f m .на любое (т+п)-~лементное 
подмножество Q' компакта Q образуют .супремальпый 
бази_с пqрядка п в соответству1ощем (m+п)-мерном чис­
ловом пространстве R111 +n (т. е. в C(Q')). 

Уместно отметпть, что все введенные понятия явля-
1отся топологич·е~КИj.fИ и1-~вариа1птами в очевидtном смыс­

ле и, кроме того, наследственными в смысле, который 
понятен ·из следующего утвержщения. 
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~ели (/1, ... , f т) -суп~ремальпыfl баЗ:Иё 1i<JpЯДHti tl 
в .пrространстве С ( Q'), то следы фу1нкций f 1 ~ •• • 1 f т на 
К·омпактное подм1ноже·ство, Q' коl\Iпа.кта Q образуют .е,у. 
пр.емальный базис поря;tка не ннжс п в П.рQс1·ран" 
стве C(Q'). 

Теорем а 6.1. Функции f1, ... , fm образуют супре­
мальный базис порядка п в пространстве С ( Q) в том 
и только в том случае, если семейство (f 1, ••• , f т) яв" 
ляется (т, п) "разделяющим. 

До~ аз ат ель ст .в о. Нуждается в провер.ке лишь 
достаточ·ность ·сфо.рмул:ир-ованного условия. Рассм·отр.им 
отображение 'Ф: Q ~ Rт ," определенное соот.ноше.нием 
'Ф= Х--+ (f 1 (х), .. . , f т (х)). Нетрудно видеть, что оrобра­
жепие 'Ф я·вляется rомеоморфпзмом Q и некоторого ·мно­
жества А cR"i. Пр-и этом, ;Ка.к в.идно .из сделанных ·выше 
за~ме.ча.ний, следы на А координатах функц:ий е1 : Х--+­
--+-х1, ... , ет:х--+хт образуют '(m, п)-разделяющее 
семейсТtво на А. Достаточ.но проверить, что эт.и фун.кции 
образуют супремаль.ный ·базис порядка п 1в С (А). Вос­
пользуемся теоремой 5.1 и покажем, что Spr (v, Н) = 
= {v} для любой вероятности.ой ме.ры v, определенной 
на А и сосредоточенной .не ·более чем в п точках (здесь 
Н - :к;онус, натянуТЪiй на образующие · е 1 , ••• ~ ет). Не 

. т 

нарушая общности, можно считать, что - ~ е~ = t. 
k=l 

r 

Расом·от.рим меру v = ~ asezs' где а1 + .. . +а1'= 1; 
s=l 

z1, ... , ZrEA; r~n, и неотриr~ательную ·меру µе:С' (А) 
та.кую, что µ(ei):;э:v(et) (i=l, ... , m). Пусть вектор 
ye:Rm представляет меру µ (110 определению, см. [159], 
у обладает тем свойсТtвом, что µ ( 1) et (у) = µ ( ei) 
(i= lt ... , т), заметим, что у входит .в· выпуклую обо­
лочку со (А) ком·пакта А). Пер-еписав неравенства 

r 

µ (ei) ~v (ei) ·в виде µ (1) el (у)>~ aie, (zs), получим, что 
s=l 

у больше вектора (a1z1+ .. . +arZr) /µ(1). 
По теореме Каратеодори (см., .например, [ 49]) у 

являе-гся ~выпуклой ·комбинацией .не более, чем т точек 
ll'З А, т. е. найдутся элементы у"е:А и числа R ::::;::о 

k kt'IS~ 

(s= 1, · · ., k)' ~ ~s = 1 такие, что k~!Jl и у= ~ ~sYs· 
s=l s=l 

Отсюда следуетt что 
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lt , 

µ (1) ~ ~~Ys > ~ aszs• 
s==1 s=1 

(6.1) 

П·редполагая, что в (6.1) имеет место строгое не­
ра.венство, получим противоречие с условием теоремы. 

В самом ~деле, по условию теоремы .следы фун.кций 
ei, ... , ет на М.НОЖеСТВО {у1, ... , У11.; ~1, ... , Zr} образуют 
супремальный базис порядка п в Rh+r (заме·т.имt что 
k+г~п+т). В то же ·время, положительный росток 
(на этом баз:исе) функционала (О, •.. , О, а1,· ... , cir) со" 
держит функционал µ ( t) (~!", ... , ~11., О, ... , О). Итак, 

k . r 

µ (1) ~ ~.:Ys = ~ aszs• 
s==t s=l 

(6.2) 

.Из (6.2) вытекает, что µ=v" Прежде всего, поКJа· 
жем, что носитель ·вероятностной меры µ/ µ ( 1) леж:Ит в 
выпу.клой оболоч~ке Z точек z1, .... , z," В ·самом деле, .в 
прот·ивном случае можно было бы .найти аффин.иый 
функционал, положительный на Z и отрицательный на 
некоторых 'l'ОЧtках носителя µ, а это прот.и1вореч:ит ра" 

венству (6.2) и тому обстоятельству, что вектор yEZ 
представляет µ. Отметим, что 1ПИ одна точ.ка ·компакта 

А .не леЖJит ·В Z""'{Zt}~=i·Этo означает, что мера µ сосре­
доточена лишь .па точках z1, ••• , Zr, т. е. µ = у1е2 1 + • · . + 
+у,гz, (Ун ••• , у,> О). Следы функций ei, ... , ет на 
множество {z1, ••• , zr} образуют С)11Премальный генератор 
в Rr. По..~ожительные линейные фун1Кционалы (а1, ... , ar) 
и ("f1, ... , "{r) совпада~от па этом •.генераторе и 'Потому сов­
падают всюду. Таким образом, µ=v, Ч'l'О н доказывает 
теорему. 

Анал·огично те.ореме 6.1 доказывается 
Теорем а ~.2. Функции f1, ... , f т являются супре­

мальными образующими пространства С ( Q) в том и 
только в том случае1 если их следы на любое (tn+l)· 
точечное подлtножество Q явля1отся супремальными об­
разующими пространства Rm+i. 

Рассмотрим различные точ.ки х1 , ••• , Xm+n из Q н 
матрицу 

. . . . . ... . 

· · · f т (х1) 
• • · f т(Х2) 

' . . . . . (6.3) 
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Из теоремы 6.1 мгновенно получаем, что функции 
f 1, ••• , f т образуют супремальный базис порядка п в том 
и только в том случае, сели никакая пол:ожительн.ая 

комбоИнация длины r~п строк матрицы (6.3) не .мажо­
рируется пол-ожитель.ной линейной комбинацией осталь· 
ных ее строк. (Этот результат мож1но ра.ссматривать 
как а.налог одной ~еоремы Ю. А. Шашкина [ 171], от· 
носящейся ·к Кn·системам.) Используя ту же технику, 
можно получить некоторые результаты, характеризую­

щие компакт, имеющий супремальные образующие по­
рядка п. Фа.ктическ,и, все сводится к описанию .компак­
тов в чис.ловом пространстве, на .которых следы коорди­

натных функций яв.ляются супремальными образующи­
м и. Онисан.ие этих компа.ктов, .как лег.ко следует из до­
казате.11ьства теоремы 6.lt заключается в выяснении 
ст.роения .их выпуклой обол-очки. Для обоб1ценных си­
стем Коровкина описание соответс11вуюtц1их ко.мпактов 
было получено Ю. А. Шашюиным [171]. Ниже приво­
дится его результат без доказательст.ва. 

Теорем а Ша шк ин а. Систелtа функций 
(-1, f1, ... , f т) является Кn-системой в пространстве 
C(Q) в том и только в том случае, если отображение 
ф: х--+ (f 1 (х), ... , f т ( х)) инъективно и выпуклая обо­
лочка любых r точек (l~r~п) множества 'Ф(Q) явля­
ется. гранью выпуклой оболочки со(1ф(Q)) этого мно­
'J/сества. 

Используя теорему Шашкипа, покажем, что вер.на 
следующая 

r е орем а 6.3. Минимальная размерность обобщен­
ной системы' Коровкина в пространстве С ( Q) равна 
Simн (Q). 1 

До к аз ат ель с т:в о. Дqстат.очно проверить, что ес­
ли в C(Q) су1цест,вует Кn-,система (-1, f1, ... , fт), то 
найдут.ся функции f о, ... , f т, соста·вляющие супремаль­
ный базис поряд~ка п. Рассмотрим отображение 'Ф: х -~ 
~ (f 1 (х), ... , f т·(х)) и через Л обозначим Ф ( Q). 

Не у.меньшая об1ц.ности можно считать, что аффин­
ная оболочка А совпадает с Rm. Пусть fi ~внутренняя 
точка м•ножества с.о (А), •с-одержащаяся в со (Jf) с ша­
ровой окрестностыо радиуса б. Рассмотрим точку . 
z = - t3 (~0 е1 ) / (т + 1) прост;ан.ства Rm+I (здесь е0, 

1 Эта теорема принадлежит Н. В. Рутковскому. 
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е1, ... , ет -.каноничес.кий баз.нс в kт+t) и обозначим 

гиперплоскость L ={у Е Rm+i: ~0Yi= -б} =-'{У Е Rm+i: 

_2 Yt = о} + Z. Отобразим линейно и изометрично 
l=O 

Rт в· :ттодпрострапство {и Е Rm+i: j Yi = o1J прострапс~-
~=о 

·ва Rт+i, а затем в L (сдв:Инув это подпространство 
на вектор z). Сделаем, в случае необходимости, аффинное 
преобразование L на себя так, чтобы образ вектора i1 
совпал с i. В результате ·множество А ~перейдет в .множе~т­
А, лежащее в L и содержащее z вместе с окрестностью 
радиуса б. Ясно, что А -гомеомор.фно ком•,па1кту А, а сле­
довательно, и ко:мпа1кту Q. Компакт А удовлетворяет ус­
ловия.м, сформулированным в теореме Ша.ш.кина. По­
сколыку все сделанные преобразования были аффинны­
ми, то и А удовлетворяет эти1м условиям. Последнее по 
теореме Шашки на означает, что функции -1; 
qJo:Z-ii-Zo; •.. ; <рт:z-;....zт (z= (zo, ... ' Zт)) образуют Кп-

т 

систему в С (А). _Так ка~к - б1 = ~ cpl, то и функции 
t=O 

<ро, qJ1, .•. , <рт образуют Кn·систему . 
. покажем, что ( <ро, <р1, ••• , <рт) - су.п1ремальный базис 

r 
порядка п. Для этого рассмотрим меру v ==- ~ aie xt 

l=l 

( r,.;:;;;; п; х1 Е А; а1 > О, 1~ а; = 1) и покажем, что .каж­
дая неотрицательная ·мера µ, удовлетворя1ощая не­

равен-ст.вам µ(cpi)~·v(cpj) (j=.0, ... , т), .совпадает с v. 
С этой целыо рассмотрим множество со (А) и его кониче-

скую оболочку К. Так как Jz + 6eil = б~ 1 - т ~- 1 < 
<В, точки -бе1 (j=O, ... , т) входят в В·окрестность 
точки z, ~принадлежащую со(А). Поэтому конус К 

u и 

содержит в своеи внутренности отрицатсльпыи ортант. 
r 

Рассмотрим точку v = ~ alxl. По теореме Шашкина t 1 

i=l 
лежит в rрапи множества со(А) и, стало быть, в гра-
ни конуса К (ибо со(А) является основанием К). Если 
lEK*, то, посколь.ку -eJE}nt К, и.меем l(eJ) <О (j=O, ... 
. . . , т), т. е. все координаты функционала l отрицатель· 
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libl. Отсюда вытекаетt 'ЧТО .(v +:R..f!~1 ) n к~ {v}. 
В са~мом деле, та1к как v лежит в грани конуса Kt 
то найдется вектор le.K*, l=l=O та1койt что (l, v) =0. 
Если бы·(v+ R++1)n K+{v}, то функционал l и.мел хо­
тя бы одну нулевую координатуt что невозможно. 

Вернемся к мере µ. Пусть точка у представляет µ. 
Тогда уе.К и, ~кроме того, из рассу:Ждений, а.налогичных 
доказательству·теоремы 6.1, получаемt что у Е v + R++1

• 

Из сказа~нного CJJeдyeтt что y=v, и потому µ(cpi) = 
=q>i(Y) =q>i(v) =v(q>1) (i=O, ... , т). Та.к как фу:нк11;ии 
сро, ••• , t:p" образуют к.-систему, ТО µ=v. Это и доказы­
вает теорему. 

Ко.нст.рукция доказательства эт.ой теоремы может 
быть использована .и пр1и :изучен.ни друг.их :вопросов. 
Вычислимt в частности, супремальный ранг Sim ( Q) = 
= Sim1 ( Q) компа1кта Q. Ка·~ ·следует из предложения 
3.4 .и за1мечания .к нему, в случае, е.сли компакт Q не 
гом-еоморфен сфереt наименьшее число фуН'кций, состав­
ляющих С)1iп~ремальный ·базис (Sim ( Q)) t совпадает 
с sim{Q)+l. Предположим, что Q является (т-1).­
ме.р.ной сферой. Так .как Q тополоnически в.кладывается 
в Rт, то в С ( Q) . сущес'Dвует супремальный базис 
(-1, fo, ••• , fт). Погружая Q ·в гиперплоакость L так, 
как· эт.о было сделано .в доказательстве теоремы, и учи­
тывая, что ·каждая точка с·феры является !Крайней точ­
.кой шара, получим, что ·следы координатных функций 
на Q (1мы считаем, что Q реализовано в L) образуют 
базис •В С (Q). 

Та·ким ·образом, справедлива 

Теорем а 6.4. Компакт Q гомеоморфен/некоторой 
конечномерной сфере в том и только в том случае, если 
sim (Q) =Sim (Q). Если Q не гомеоморфен сфере, то 
Sim(Q) =sim(Q)+l. · 

7°. Сходимость последовательностей операторов в 
КВ-пространствах измеримых функций. РассмQтрим не­
которое КВ-простра.нство. Предл·оже.ние 1.1 дает уело· 
.вие (о) -сходимости последоватсльност.и nолож.ительных 
операторов на .векторных подпространствах этого про­

странства. В ра·ссматри.ваемой ситуации ~наряду с (о) -
сходимостью представляет .~интерес и (•)-сходи1Мость 
этой последовательности, ибо в кв"простран.стве ( * )­
СХОАИМОСТЬ совпадает со сходимостью по норме. 
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Имеет место . 
Пр едл о ж е1н .и е 7.1. Пусть Х -векторное подпро­

странство К -пространства У и Н - супремальный гене­
ратор Х в смысле У, являющийся конической оболочкой 
не болееt чем еttетного числа образующих hi, h2t .•. 
• • ·t httt ..•. Пусть} далее, оператор Т: Х --э--Zt где Z - не­
которое К-пространство, перестановочен с операцией 
sup на Н и последовательность положительных опе­
раторов Т n.: Х ~ Z такова} что при, всех k существует 

. (*) 

(*)-limT пhtt= btt, приче11t btt;;;з:, Тhп. Тогда Т пХ ~ ТХ при 
п 

всех ХЕХ. 
Доказатель•ств о. Пусть хЕХ и (Тп 1х)-под-

последовательность последовательности ( Т nX). Рассмот· 
рим при всех k подпоследователJ:>Ност.и (Т nihk) иt исполь-
зуя диагональный процессt найдем такую подпослед·ова-

тельность (тпt1 ), что последователь·ности (тпс1 hk) 
(о)-.сходятся ·К Ьп (k= lt 2t ... ) . 

. со 

Пусть hEV~={h'EH:h'~x}. Тогда h = ~akh~ 
k=l 

где коэфф.Ициенты cttt .нсо1рицательны •II лишь .конечное 
число их отлично от нуля. Имеем 

откуда •Следует, ЧТО тx-s;;;. lim т nl х. Таким же образо:v1 
-Г 1 

провер яетсяt что Т ( - х) ~ 1 im Т п t ( - x)t и потому 
-:-- / . 

Тх =(о) - liF Tnt/• Ита;к, из л~следовательности (Т. 1х) 
выделена нодпоследовательность, (о)-·сходящаяся к Тх. 
Это означает, что Tx=(*)-lim ТпХ· Прсд"1ожепие до-

п 

-t<а.зано. 

Пусть Q- компакт, на котором определена (боре­
левокая .р·егуляр.ная) положительная мера µ.Будем пр.ед" 
полагать, что носитель этой ,меры совпадает с Q. Через 
S (Q) обозначим -к-пространство всех измер1имых (µ" 

155 



измеримых) функций(, определенных на Q. Заметим, 
что в наших предположениях пр остр а нет.во С ( Q) явля~ 
ется (с точностью до изо:морфизма) векторным упоря­
доченным подпространством S ( Q). Пусть !f- .конус 
.в С ( Q), гран·ица Шоке Ch (Н) которого ·соде·ржит изме­
римое подмножество Qн полной меры (т. с. µ(Qп) = 
=µ(Q) ). 

Для любой f е=.С ( Q) выполняется соотношение 

f (х) = sup h (х) (х Е Qн)t 
heH,h<:,f 

.которое азначает, Что f=sup U1 (где sup вычисляется 
в S ( Q)). Действительно, пусть g= sup U1• Тогда g~f. 
Предположи~, что найдется представитель g класса g 
та.кой, что g (х) <f (х) на множс·стве fJ положительной 

,..../ 

меры. Для х Е Q n Qн имеем g(x) <f (х) =sup {h (х): 
:hEV1}, что невозможно, так как µ (Q n Qн) >О. Из 
с1<азанноrо вытекает 

П р ед ложен и е 7.2. Если 11 конус в С ( Q), грани­
ца Шоке которого содержит измеримое подмножество 
полной меры, то Н супремально порождает С ( Q) 
в смысле S(Q). . 

3 а меч ан и е. Можно показать, что ее.пи конус 
Шоке Н супре.мально порождает C(Q) 1в смысле S(Q), 
то любое измеримое подм.ножество дополнения границы 
Шоке µ-пренебрежимо. 

Покажем, что справедлива с.педующая 
Теор см а 7. l. Пусть Н - сепарабельный конус в 

С ( Q), граница Шоке которого содержит измеримое под­
множество полной меры: Z есть К-пространство, н.ор­
мально вложенное в S (Q) и содержащее С (Q); опера­
тqр TEfl'+ (С ( Q), l) перестановочен на Н с операцией 
sup; последовательность (Т n) операторов из fl'+ (С (Q), Z) 
такова, что при всех hEH существует (*) - lim Т пh-= bh, 

п 

причем Ь11.;;з:.Тh. Тогда Тпf f1. Tf при всех fEC(Q). 
До .к аз а т с л ь ст в о. Из предложения 7.2 вытека­

ет, что Н супремально порождает С ( Q) в .смысле Z. 
Следовательно, Н содержит сильно отрицательный эле­
мент f II. Пусть {h1, ••• , lik, . .' .} счетное .всюду плотное 

1 Точнее говоря, эдементами S ( Q) явдяются классы* состоящие 
из µ-эквивалентных измеримых функций. 

1-56 



подмножество Н и Н' - коническая оболочка множест­

ва f hk}k'-1· Не уменьшая общности, будем считать, что 
fнЕН' и· потому Н' - ми·норирующий .кону.с. По.кажем, 
что Н'- супремальный генератор С (Q) (в ·смысле Z). 
Пусть Е' - оператор .из ,О'+ (С (Q), Z), мажорирующий 
.на конусе Н' оператор ~вложения. Опера-гор Е' положи­
телен и flОтому (r) ·непрерывен. Так как в С ( Q) сходи­
мость по ·норме совпадает с (r)-сходимостью и конус 
lf' плотен ·в Н, то E'h;;з::h для всех hEH. Поскольку Н 
супремально порождает C(Q) в смысле Z, то Е' явля­
ется вложением С ( Q) в Z. Отсю)lа по теореме 1.1 Н' 
супремально порождает С ( Q) в смысле Z. Для завер­
шения доказательства необходимо сослаться на предло­
жвние 7.1. 

3 а меч ан и е 1. В К-пространстве S ( Q) (*)-·сходи­
мость совпадает со сходимостью по мере. Если Z явля· 
ется КВ-пространством, то (*)-сходимость в Z сQвпада­
ет ·со сходимостью ·по норме. 

Заме ч а ·ни е 2. Сепарабельность. ·конуса Н можно 
гарантировать, .наприме.р, в случае, если сепарабельно 
С (Q), т."е. если .компа1кт Q метризуем. 
Теорем а 7.2. Пусть Z1 и Z2 -банаховы простран­

ства, содержащиеся в S(Q) и содержащие C(Q), при­
чем С ( Q) плотно в Z1 и Z2 является КВ-пространст­
вом, нормально вложенным в S (Q). Пусть, далее, Н­
конус в C(Q), граница Шоке которого содержит изме­
римое подмножество полной меры; оператор 
ТЕ.О'+ (Z1, Z2) перестановочен на Н с операцией sup; 
последовательность (Тп) операторов из 2+ (Z1, Z2) тако­
ва, что sup 1\Т nll < -l- "° и при всех hEH существует 

п 

lim Т h = bh, причем bh-;з:.Th (здесь lim означает предел 
n п n 
по норме Z2). Тогда llTnf-Tfll-+O при всех fEZ1. 

n 
Для доказательст-ва надо примен,ить теорему 7.1 к 

,сужениям Т' и Т~ операторов Т ·и Tn па C(Q), а затем 
1-воспольз.оваться теоремой Банаха - Штейнхауза. 

Заметим, что (о)-сходимость в S(Q) совпадает со 
сходимостью почти всюду. Поэтому .из пред.поже.ния 1.1 
вытекает ·следующее · 

Пред ложе.ни е 7.3. Пусть конус Н и оператор 
ТЕ~+ (C(Q), S(Q)) таковы же, как и в теореме 7.1. 
17 усть, . далее, последовательность (Т n) операторов из 
.O'+(C(Q), S(Q)) такова, что limTпh;;;::Th привсехhЕН 

n 
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(здесь нижний предел понимаетсЯ: в смысле сходимости 
почти всюду). Тогда ripи всех fe:C(Q) последователь-
ность (Т nf) стремится к Tf почти всюду. . 

В следующих д.вух пунктах будет показано примене­
ние получен.ных резулnтатов для исследования ,неполо· 

жительных функционала~ и операторов. 
8°. Порядковая надстройка и слабая сходимость 

функционалов. Пусть .У-локально выпу.клое простран­
ство; И- выпуклое множество в пространстве V', со­
держащее нуль .и замкнутое ·В тополопии а ( V', V). Сим­
волом р обозначим опорную функцию м.ножества U, 

" а р - калибровочную функцию Минковского этого мно-
жества 

р(х) = sup µ (х) (хЕ V); 
µeU 

р (µ) = inf { Л >О: µЕЛИ}. 

Напом·ним, что И совпадает с множест.вом И Р всех опор­
'" пых ·К фу~нкционалу р~ р(х) ~О (xe:V) (так ка.к Oe:U); - -domp=·Co( И); р (µ) :s;; 1 в том и толь.ко в том ·случае; 

. - . 

если µЕ И. Функционалы р и р связаны между собой 
следующим Qбразом: 

р (µ) · sup µ (х) (µ. Е V'). · (8.1) 
p(~)~l 

Из определен.ия поляры следует, что 

{xEV:p(x)~l} = И~=ио, 
и потому, используя двойственн.ость калибровочных и 
опорных фу.нкций ( п.редложение 1.6.1), для vE V' имеем 

sup '\i (x)=sup '\i (х) = 
p(x)~I xeu• 

* -= Ou• (v) = µu" ('\i) = µu (v) = р (v), \ 

что и требовалось (здесь бu и µu - ·индикаторная и ка­
либровоч1ная ФУ·НКЦ~ии .множе.ст.ва И). 

Из (8.1) .вытекает, что· 

- -i~(x) ~р(х)р(µ) (xe:dom р; µe:dom р). 

Рассмотрим прост.ра.нство VXR и .введем .в него от­
.ношение предпорядка с помощью ,конуса К -:надграфи­
ка фун.кционала р: 

К={(х; t)e:VXR:t~p(x)}" 
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Покажем, что 

К*={(µ, s)e:V'XR:s.~p(-µ)}. 
Пусть (µ, s) е:К*. Тогда, если р (х) ~·1, ro µ (х) + 

+s.~0, от.куда следует, что 

-S. > SU р ( - ~L) (х) = р ( - ~t) · 
p(.r)~I 

Если s:~p(-µ), то -µe::domp и потому для xe:domp 
:имеем -µ(х)~р(х) р(-µ). Если t~p(x), то 

·µ(х) ~,-р(х)р(-µ) ~-st, 

т. е. (µ, s) (х, t) =µ(х) +st~O. 
Пусть Н конус в V, положим H=HX(-R+)· l1меет 

место 

Теорем а 8.1. Следующие утверждения эквива­
.лентны: 

( 1) R - обобщенный супремальный генератор прост" -ранства VXR относительно функционала (µ 0, р (-µ0)), 

еде -µое:Со (И) ; 
(2) Если последовательность (µ.) функционалов из 

V' равностепенно непрерывна и удовлетворяет условиям 

lim µп (h) > µ0 (h) (h Е Н); -п -- -. lim Р (- µп) ~ Р (- µо), 
п 

то (µ.) слабо сходится к µо; 
_tЗ) Если функционал µe::V' таков, что р(-µ) ~ 

~р(-µ0) и, кроме того, µ(h) ~µ0 (h) (he:H), то µ=µо. . ,.,., 
·Доказательств о. (1) => (2). Фу.нкционалы µn= 

= (µ., p(-µn) ), п=О, 1, ... положительны в простран--ст.ве V = VXR; кро.ме того, последовательность (µ.) 
равностепенно непрерывна. Пусть (h, -t) е:Н. Тогда 

1im'itn (h, - l) = lim (itn (h, 0)- fµп (0,1)) > 1im µп (h, О)+ - - -п п п 

-t- f lim (- µп (0,1)) = lim ~tn (h) + f lim (- р (- µп)) > - - -п п п 
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t1сnользуя условия ( 1) и теорему 5.2, получим для 
любых (х, t) eV, что - ,...., 

lim µп (х, t) = µ0 (х, t). 
п 

В частности, на элементах вида (х, О) имеем 
,...., ,...., 

lim µп (х, О) = lim µп (х) = µ0 (х, О) = µ0 (х). 
п п 

(2) => (3). Очевидно. 
(3) =>- ( 1). На основе теоремы 5.2 достаточно прове-

р.ить, что положительный росток Spr (fio, Н) функцио11а­
ла 'j:i0 на конусе Н совпадает с {'ii0 }. Итак, пусть 
(v, s) Е/(*, т. е. s;;;::p (-v) 1И, .кроме того, (v, s) (О, -1 ),;;;;;:: 

,.....,. ,.....,. 

;а:: (µо, р(-µо)) (О, -1) и (v, s) (!i, О);;;;;:: (µо, р(-µо)) 
(li, О) ( heH). Перепишем последние неравенства в виде 
v(h~µo(h) (he.H) и p(-µ0),;;;::s. Учитывая, что 
s;;;::p(-v), получим v=µo; кроме того, из соотношения 

,...., """"" . ,,,....,. 

р (-µо),;;;;;:: s;;;:: р (-v) = р (-µо) следует, что s= р (-µо). 
Теорема доказана. 
Замечание 1. Факт.ически установлено несколько 

большее. Именно, условие (2) можно за·менить эюв.ива" 
лентным условием (2'): .имеет место (2) и, ·кроме того" 

А Л 

lim р (- µп) = р (- µ0). Для доказательства достаточно. 
п 

при проверке ( 1) =>- (2) замет,ить, что последователь-

ность (Jin) ·сходится кµ0, 1В частности, на элементе (О, 1 )." 
3 а меч ан и е 2. Е·слн ~конус dom р телесен .и qэунк-· 

ционал р ограничен хотя бы на од.ной -окрестносТ1и в· 
int(domp), то .конус K=epip телесен. В этом ·случае 
в условии ( 1) вместо· обобщенного ген·ер.ирования мож·но 
говорить просто о генерировании, а в условии (2) пред­
положение о равностепенной .непрерывности .излишне. 

Предположим, что fJ- конус. Тогда найдется такюй 

конус Ко в пространстве V, что V0=-K~. В этом 
случае 

· 1 О хЕК0 
р (х) = - ; + оо хЕК0 

- fO µEU 
p(µ)=l+oo µ-и· 

П редположи:м, что пространство V (пред) упорядочено 
конусом Ко, тогда условия ( 1), (2), (3) теоремы 8.1 
совпадают с соответствующими условиями теоремы 5.2. 
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П.редполоЩим, ЧТО U ОТЛИЧ·НО ОТ ·Конуса. Т.огда, .как -tНеТ:РУд'НО проверить, М~НОЖество д+U= {µe:::U:p·(-µ) = 
= 1} непусто. Приведем геометр.ическую и.нтерпретацию 
у.словий (2) в (3) в .рассматриваемом елучае. 

Рассмотршм вначале условие (2), предполагая, что 

вместо неравенства lim р(-- µп)~р (- µ0) выполняются не· 
п 

л -

раtВенютва p.(-µn) ~р (-µ 0) (n=·l, 2t ... ) и, .кроме того, -р (-µо)= 1. При этих предположениях уrеловие (2) озна-
чает следу1ощее. Если функциt0нал vo=-µo лежит на 
границе д+U множесТ1ва И, а рав1ностепенно непре1рыв­
ная последователыность (vn) = (-µ,.,} фун.кц.ионалов из 

этого м·ноже·ства такова, что lim "п (h) ~ v0 (h) (h Е H)t 
п 

то ( 'Vn) ·слаб.о сходится к vo. 
У.словие (3) ·означает, что функционал v=-µ ·из 

м,ножества И, мажорируемый на Н фупкцио.нало.м vo из 
д+ И, совпадает с vo. 

Обрат.имея к вопросу о существовании обобщенных 
" генераторовt рассматриваемых в приведеннои теореме. 

Пусть Н -.конус в V 1и функционал vo из V' таков, 

что р ( v0) = l. Рассмот.р.им множество vo-If* .всех функ­
ционалов, мажорируемых на Н ФУ•Н1кционалом vo. По 
услов.и10 (3) ~Конус Н является ·супремальным генерато-

ром от.~оситель:но фун·кци~онала (µо, р(-µо)), где 
µо= -vo, в том и толь.ко в том 1случае, есл1и 

(v0 -· ·н*)ПИ = {v0 }. (8.2) 

·Пусть эле.ме:нт v0 м.ножества U таков, что при неко" 
т.ором he V выполняется .неравенство 

'Vo (h) >v (li} ( \'Е И). (8.3) 

Положим Н= (ah)a...;,;o· Тогда vo-H*= {ve:::V':v(h) ~ 
.~vo (h) }. Из сказанного .следует, что пр.и данном Н 
условия (8.2) .и (8.3) экви·в.алентны. 

Перепишем условие (8.3) ·в терм·инах функционала р 
(напомним, что p:x---+sup {v(x):ve:::U}). Это условие 
озна~чает, что vo является опор,ным линейным функцио­
·Налом к, функционалу р .в точке h и другмх опорных 
.в этой тоЧ:ке фу.нlкционал р не имеет. Таким образом, 
есл.и элемент hE V таков, что фу.нкционал р имеет еди.н­
сТ~венный опор.ный vo в точке h, то для луча Н= (-ah)tX;;a.o 
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выполняется каждое .из эквивалентных условий теоре· 
мы 8.1 (от·носительно функционала µ.o=-vo). 

И·нтересен слiJ~чай, ·когда V- нор.мир.ова:н~ное прост­
ранство, U - еди.н~ичный шар пространст.ва V'. При этом -Р совпадает с нормой .в V, ар с ,нормой в V'. 

Простра1нство VXR, упорядоченное конусом К= 
epi ( 11 • IJ), будет называться порядковой надстройкой 
простран·ства V. (За.мет.им, что ·Конус К телесен). 
· Напомним, что единичный шар S банахова прост­

ра.н.ст.ва V называется ·строго выпуклым (округлым), 
если llx+yll <2 для любых х, ye.S, х+у; шар назы1ва­
ется гладким, если для каждого 1Норм.иров.а.нн·ого эле­
мента х су.ществует ед.инст.венный норм·ировааный функ­
ционал J.t: такой, что µх(х) = 1. Если п.рос'I'ранс·т.во V 
рефлекси.~но, то понятия строгой выпуклости 1и гладко­
сти двойст.венны: шар S является строго ·вы1пуклым (со­
·ОТ1ветственно, гладким) в том .и только .в том .случае, 
если единичный шар S°' пространства V' гладок (соот­
ветст.венно, является .строго выпу1клым). Иэ у,казан,ной 

u о 

двоиственности .вытекает следующее своиство ст.рого 

выпуклого шара ·в рефлексивном простра·нстве (см. 1 [62]): 
для каждого функционала µЕ V', µ=;f:.:0 найдется 1одна 
точка XµES такая, что µ (х11) = IJ µ11 (для всех yeS, 
y=;f=x11 выполняется,. очевидно, нерав·енство µ(у)< 11µ11). 

Пусть V - рефлексивное ·банахово пространство .со 
строго в.ыпу.клым ш.ар·ом S. Функционал р: µ--+ 11µ11 
( µЕ V') имеет ед·и.нственный Qпорный Хµо в :каждой точ­
·Ке µo=;f:.:0. Рассмат.р1ивая V ка.к простран-ство, сопряжен-
1ное к V', получим, что (exiµo) а..;;;оХ (-R+) Я1Вляется 

u " 
супр~мальны..м генератором порядковои надстроики про-

стра1нст.ва V' относ.ительно фу:нкцио.нала (-х 110 , l!xµoff). 
Из теоремы 8.1 ·и замечания l к ней ·вытекает ·следую" 
щее утверждение: пусть µоЕ V' и ·последовательность 

(xn) элементов ~пространства V такова, что lim ~x~I ~ llxµo\I, 
п 

.tim µ0 (хп):>µ0 (хµ,), тогда (х11 ) слабо ·сходится к - . 
п 

Хµ,· и· JJхп\1-')> IJxµoJJ. 
Шар S называется равномерно выпуклым, если для 

:Каждого ее(О,2] найдетсяб{е)>О такое, что llx+yll< 
<2(1-б{е)) для любых х, yeS, удовлетворя1ощих :не­
ра.венству (lx-yll>в. 

Известно, что равномерное выпу1клое . пространство 
(т. е. пространство с .равномер.но ~выпу,клым ша.ро.м) ·реф ... 
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"'JеКСИ.В·НО Н, кроме Т·ОГО, .обладает ·Следующим СВОЙ·СТВОМ: 
есл.и последовательность (хп) элементов этого простран" 
ства .·слабо сходится к х и, кроме того, llxпll ~ llxll, то 
Hxп-xll-+O (см. [62] ). Отсюда следует 
Теорем а 8.2. Последовательность (xn) элементов 

равномерно выпуклого пространства V сходится по нор~ 
ме к х0, x0=F О в том и только в том случае, если 

I i m µ0 (хп) > µ0 ( х0) и 1 i m llX nll ~/~0{/, где µQ такой (од-
n n 

нозначно определенный) элемент пространства V', что 
11µoll=1 =µо (хо) Jllxoll. 

·К этому же .кругу вопросов (объединяемых, обычно, 
под наэванием «геомет.рия банаховых простра.нств») 
примыкает задача о единственности распространения 

фун.кцио.налов. · 
Фе.лпс .в [158] ввел понятие о подпространствах, об­

лад·а.1ощих свойст.вом U. Подпространство Н ·банахова 
пространства V обладает свойством U, если любой л.и­
.нейный не~преры:вный функционал, опреде.пенный на Н, 
облада·ет е1ди.н1ственны.м Р·З·ОП1ространеН1ием с ·сохранени­
е.м нормы .на пространств-о V. Из теоремы 8.1 следует, 
что вся,кое подпространство Н, обладающее с·войством 
И, тако:во, что Н Яв.пяет-ся .супремальным г.енераторо.м 
порядковой надстройки пространства V относительно 
.некоторого функционала (µ, ·11_µ11) из V'XR. Уместно 
за.метить, что ело.во «.некотороГ·О» заменить на · слово 
«любого» нельзя, так ка.к не .к.аждый функционал из V' 
является требуе.мым .ра·спростране.нием. Поясним это 
элементарным примером. 

· Рассмотрим пространство V =R2 с е.в,клидовой нор­
мой и пусть фу.нкщионалы v1, v2 таковы, что ,~ 1 = 
= (е1 +e2)/I e1+e2I; v2= (-е1+е2) /I e1+e2 I, а в качестве Н 
·возьмем прямую, проходящу1ю через точ.ку х0=е2• Оче­
в·идно, что Н является супремальным ге.нератором по­
ряд1ковой ·над1стройки от1носительно функционала 
(е2, l)EV'XR=R3

> однако (v1(=(v2l=l и., ·кроме 
того, v1 (хо) =v2{Xo). · 

Результаты Фелпса и теорема 8.1 позволяют дать 
·различные характеристики геоме1'ричеоких свойст:в ша­

ра .в ба.паховом пространстве на язы.ке слабой 1сходимо­
сти. Приведем один результат такого рсща. 

Теор ем а 8.3. Пусть V...:::.... рефлексивное банахово 
пространство. Следующие утверждения эквивалентны· 

( 1) единичный шар пространства V гладок· · 
' 
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(2) для каждого поdпространства Н, любого функ" 
циондда µоЕН' и последовательности функционалов 
(µn) cV' такой, что 

lim \lµnll ~ sup · lflo (h)I = ~µо~н, 
п llxl/<l,xEH 

lim µп (h) = µ0 (h) (h Е Н), 
п 

последовательность (µn) слабо сходится; . 
(3) свойство (2) имеет место для одномерных под­

пространств. 

До к а з ат ель ст .в о. ( 1) => (2). По теореме Тейло­
ра-Фогеля (158] любое подпространство HcV обла" 
дает ·свойством И, т. е. сущест.вует единственный функ-

ционал µо Е V' такой, чт·о \\µ0\\ =- \/µ0\Jн и 'i'to (h) = µо (h) 
для в·С·ех he::.H. По теореме 8.1 это означает, что Н яв­
ляется супремальным генератором порядковой .над-строй-

ки пространства V от.носителыно функционала (µ0, l\µJ/) 
1и, следовательно, последовательность (µn) ·слаб.о схо­
дится к µо. 

(2) => (3). ·Очевидно. 
(3) => ( 1). Есл:и ед,иничный шар :не гладок, то для 

некоrорог.о Хо такого, что /lxo/I= 1, найдутся функциона­
лыµ, ve::.V' та.кие, что llµll==llvll=l; µ(xo)=v(xo)=l 
и, к.роме того, для '.некоторого х 1 Е V о.казывает·ся, что 
µ(x1)=rf:v(x1). Пусть Н={ахо}аел и µоЕН' определен 
соотношением µ0 (ахо) =а. Рассмотрим последователь­
ность (µn), определенную соотношениями µ2п = µ, 
µ2n+l =v. Очевидно, чт.о lim /)µ 11~ = 1 и lim µ 11 (х0) = µ0 (х0 ). 

п п 

С другой стороны, последователь.ность (µn (х1)) не схо-
дится. Получается прот.и.воречие. 

Пр·и изучении сход·имости фу1нкцио.нало.в (и операто­
ров) важную ро.пь играют Я-выпуклые элементы. В свя­
зи с этим представляет интерес .выя·снить, ~ка.ковы 

должны быть локальные ха.рактеристиюи конуса Н в ба­
наховом прост.ранет.не V, чтобы .конус Н я.в.лялся ·супре­
·мальным генератором .поряд.ковой :надстрой.кн V отно­
сительно некоторог·о функционала (µ, 11µ11), где µe::.V'. 

П р ед л о жен и е 8.1. Конус Н является супремаль­
ным генератором. порядковой надстройки пространства 
V относительно функционала (µ, 11µ11) в том и только а 
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том случае, если для всяких xEV и в>О найдется эле· 
мент h ЕН такой, что 

µ(x)-µ(h) <e-llµllllx-/ill. (8.4) 

До к аз ат ель ст в о. Пр.и доказатель.стве (1) =>- (2) 
в теореме 8.1 было использовано только соотношен-ие 

(µ, \~µ\}) (х, О) = sup (~t, \\µ\\) (h, t) 
(h,t)<(x.O) 
hEH.t~O 

ил1и, иными ело.вами, 

µ (х)= sup {µ (h) - tllµll: JJx - hll< t, h Е Н, t >О}~ 
< sup (µ (h) -1'µ" 1\х - h\\). 

hEH 

С другой стороны, µ(x)-µ(h) ;;::.- J µ.(х-11) 1 ~-llµll Х 
Х llx-hll, т. е. 

µ (x)=sup (µ (h) -JlµJl IJx -hl\). 
hEH 

П ред.пожепие доказано. 
3 а м е ч а ни е 1. Полученный результат тесно ·СВЯ­

зап с теоремой Хана - Бапаха. В само.:'d деле, предпо­
ложим, что Н - подпространство V и f о - некоторый 
фу·нкционал ·из V'. Было показа.но, что Н является су· 

" " премаль.ны.м гене·рат.ором порядк·овои надстроики np·o" 
странст!ва V относительно фун,кци.онала (f o, llf oll) в том 
и только в том случае, если для каждого хе: V ·выпол.ня­
е"Гся равепсТ~во 

f о (х) = sup (f 0 (h) - \if JI \\х - hj\). 
hEH 

1 

В частности, ·ра~сс.мот.рев последнее выражение для эле­
мента -х, получим, что 

sup (fo (h) -\V01\JJx - h\\)= inf (- f0 (h) + llfJlllX + hu)· (8.5) 
hEH hEH 

В пос.педнем выражении ф,игурируют значения функци· 
он ала f о тольк9 :на под.простра1Н·С11Ве н. Таким образом, 
фун.кционал f о, определенный на н, допускает ед.11нст.! 
венное .распространение с сохранением .нормы на про­

странство V в том и толь·ко в том случае, если для лю­
бог.о ХЕ V выполняется соотно1пение (8.5); при этом 
значение такого распрост.ранения на э.пементе х ·в тоtt­

ност.и ра.вно общему значению выражений; ф11гур;ирую" 



щих в левой и правой частях (8.5). Впрочем" послед­
ний факт, естественно; нет.рудно непосред·ственно .изв­
лечь из обrцепринятого доказательства теоремы Хана -
Ба паха. -

З а м е ч ан и е 2. Пусть f - некоторый нор.м.и.рован­
ный фу.нкц·ионал над V и W={xe:V:f(x)=lfxll}. Отмс­
тим, что W я·влястся конусом. Рас.смотр.им следующий 
.субл·инейн ый фуакЦ~ио.на.п cpw: V --э---R, детально изучен-
ный Майерсом [120], . _.-.) 

CVw: х-·~ inf (\Jx -t- hJJ - ~h\I)· 
hEW 

Мин.имальной г.ранью F w, ·порож.денной f, называют 
множество 

{ge:V': llgll·= 1, g(h) =f(h) (he:W)}. 

Из теоремы 8.1 следует результат, полученный М.ай­
ерсом. Именно, функционал qJw линеен в том· и только 
в Т·ом случае, е-сл·и м·инимальная грань F w состоит из 
одной точки. Для установлен·ия этого ·свойства доста­
точно сопоставить функционал cpw с фу.н.кцио.налом, фи­
гурирующим в пра.вой част.и (8.5). (Попутно заметим, 
что функц.ионал fo:x-+- llx/f, определенный .на W, линеен; 
поэтому nрИ:веден.ное условие (сравните с теоремой 8.3) 
означает, чrо f о допускает единс'I'венное л·и.нейное ра.с­
простра.нение ·С С·Охранен·ием .нормы на V). 

Функциона..r1 tpw впоследствии был ·Использован Дже­
.рисоном в [57] для получения абстрактной характер.и­
ст~ики некоторых nростра.нств непрерывных функций. 

3 а меч а.и.и е 3. Предложение 8.1 естест.венпым об­
разом обобщается ,на тот ·случай, когда рас.смат~ривает­
·ся. сублиней.ный фу.нкционал в локально выпу.кло.м пр.о-
странс~ве. · 

Выяс.ним смысл условия (8.4) ·в пространстве непре­
рывных фу.н.кц·ий C(Q). Пусть для удобства µ есть ве­
роятностная ·Мера на Q, т. е. µ~О ·И 11µ11=µ(1)=1. 
Положим а= llx-hll, тогда (8.4) перепишется ·в ·виде 

• 

. . 

-a1+h~x~a1+h; 

µ(х) <µ(h-. аt)+в . 

Иным.и словам·и, Н - это супремальный генератор по-
рядково.й надстройки ·пространства С ( Q) отнооительно 
функционала (µ, 1) в том 1и т.6лько в том случае, если 
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для каждого xeC(Q) и любого е>О найдутся hEH 
и а~О та~ие, что 

-at·+h~x; -1a1-h~--x; µ (х) <µ,(h-at) +в. 
Если рассмот.реть пространство пар C(Q) XC(Q) ·и 

.в .нем конус Н, натянутый ,на эле.мент (- t, -1) ·и 1KO-.t ,...., 
нус. {(h, -h):hEH}, то, .надел-ив C(Q)XC(Q) естест-
венным.и .структурами полуупорядоченно~-о .н банахова -прост.ра·нсТIВа и обозначив через µ функци.онал 
(х, у) -+ µ (х) (х, уЕС·( Q)), получим из (8.6) 
Пр ед ложе 1Н и е 8.2. Конус Н является супремаль­

ным генератором порядковой надстройки пространства 
C(Q) относительно функционала (µ, 1) в толt и только 
в ·том случае, если для любой функции ХЕС (Q) выпо~л­
няется соотношение - -µ (х, - х) = sup µ (h, h'). 

(h,h')Eli 
(h.h')~(x.::_x} 

• 
3 а меч ан .и е. Ниже будет -показано, что :В услови-

я·х предложения 8.2 конус Н является фак'Гичес.ки су--премальным генератором пространства С·( Q) Х С ( Q) от-
носительн.о фу;нкционала µ. 

Получившееся соотношение приводит к задаче изу­
чения таких .конусов Н, что конусы Н я.вляются суп ре-. -м.альными генераторам.и простран-ства C(Q)XC(Q) ·от-
носительно ·пространства zxz, где Z- некоторое К-· 
пр·ОС1'ра.нст.во, С·Одержащее С (Q). 

9°. Сходимость· операторов с абстрактной нормой. 
Естественным обобщени·ем .линейного ограниченного 
функu:~ионала (ил.и, что то же самое, оператора из Н·Ор-. 
м.ированного пространства V .в К-.пространство R) явля­
ется ЛИНеЙНЫЙ оператор Т ·ИЗ V В К-.пространеrво У, обла­
дающий абстрактной нормой. Последнее о3начает, что 
множесmво {Тх: llxll ~ 1} -ограничено ·и, стало быть, су­
ществует элемент 

IТf = sup (Тх(. 
/lxll~I · 

Элемент JTI ·называется абстрактной нормой опера­
тора Т. 

Следующее простое предложение позволяет перене­
сти на операто.ры с абстрактной нор.мой результаты пре" 
дыдущего пун.кта. . 
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Предложение 9.1. Оператор Т: V-+ У обладает 
абстрактной нормой, не превосходящей элемента аЕ У, 
а~О, в том и только в том случае, если оператор (Т, а), 
действующий из порядковой надстройки пространства 
V в У по формуле 

(Т, а): (х, t) -+ Tx+ta, 

является положительны;м. 

До к аз ат ел ь ст .в о. В самом деле, если 171 ~ а, 
то 

Тх >- ITxj >-171//xj\ > - а Jixl/. 

Так что, если llxll~t, то Tx~-ta. Это ·и означает, что 
(Т, ayE!lч(VXR, У). Ее.пи, наоборот, (Т, а) ~О, то 
Tx~-ta д.пя всех х таких, что llxll ~t, т. е. Тх~а, как 
только llxll ~ 1. Отсюда и вытекает~ что ITI = 
= sup { 1 Тх ( ; llxll ~ 1} ~а. П ред"1ожение д.оказапо. 

В рассматриваемой ситуации естественно ввести 
следующее определение. Минор.ирую1дий ко.нус Н в век­
тор.ном по.,т1уупорядоче.нном прост.ран.стве Х будем назы­
вать супремальны.м генератором пространства Х относи'­
тельно подожите.пьного оператора Т:Х-+ У (где У­
не-которое К~прост.ран-ство), если 

" Тх =: sup Th (ХЕ Х). 
h~x.hEH 

Если ХсУ и Т=Е-оператор вложения Х .в У, то дан­
ное определение совпадает со стандарт.ным определени­

ем супремаль·ног.о генератора; есл.и Y=R, то это опре­
деление перейдет в определение генератора относите.пь­
но функнионала .. 

3 а м: е чан и е. Есл.и Н-.супрем.а.пьпый rсне.рато.р Х 
относительно оператора Т:Х-+ У, то конус Т(Н) яв.пя­
ется супремальны.м генератором простра.пства Т (Х) 
в ·смысле К-пространст.ва У. В самом де.пе, для элемен­
та ТхЕТ(Х) (где хЕХ) .имеем 

sup Th > sup Th = Тх > sup Th. 
hell, Th<Tx hEH,h<x hEfll, Th<TX 

Не. с.педует, ·однако, полагать, что верно .и обратное 
у11верждение. Пусть Х- простра.нство, полуупорядочеп­
ное телесным (т. е. содержащим алгебраически внут­
реннюю точку х0) .конусом. Положим Н= {axo}asn, 
а в качестве Т возьмем произволь.ный: положительный 
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функционал f такой, что f (хо) >0. Ясно, что f (Н) =R, 
т. с. f (Н) является супремальным генерат.оро:м К-прост­
ранства R в .себе, хотя, как можно видетЬ', в общей си­
туации Н не обязан являться супремальны:м генерато· 
ром х О'ГНОСИТСЛЬ.НО f. 

Для случая генератора относительно оператора Т 
переносятся многие из полученных ранее результатов. 

Для п р:имера сформу ли1руем ан а.ног теоремы 1.1. 
Те о р ем а 9.1. Пусть Х - векторное упорядоченное 

пространство, У есть К·пространство, li - минорирую­
щий конус в Х, а Т: Х-+ У. Следующие утверждения эк­
вивалентны: 

( 1) Н - супремальный генератор пространства Х 
относительно оператора Т; 

(2) для л106ой последовательности (Т п), где Т,~Е 
е[Е+ (Х, .У), lim Tпh>Th для всех he:.H, имеем (о) -

п 

- lim Тпх = Тх для всех хе:.Х; 
п 

(3) любой T'e.fZ+(X, У) такой, что T'h~Th ·для 
всех he:.H, совпадает с Т (т. е. Spr (Т, /f) = {Т}). 

Так же, ·как и ранее, можно проверить, что если Н 
натянут на не более чем счет.ное число образующих, то 
(о) ·1сходимость в этой теореме .можно заменить на ( * )­
сходимость. 

3 а меч а н и е. В случае, если ,конус полож·ительных 
элементов пространства Х телесен, условие м.инор.ант­
ности конуса Н (так же, как :И в случае ·супрема.пьного 
генерат.ора относительно м.ножест.ва функционалов) яв­
ляется .нзлиш-ним, Дета.пьну10 проверку этого факта .мы 
предостав"11ясм читатедю. 

В качест,ве одной 1из иллюстраций этой теоремы рас­
·смотр·И·М 

П рилtер 9.1 1. Пусть G -.область (для простоты огра­
ниченная) в Rn ·С .компактной границей дG. Пусть На -
пространство фу,нкпий, гармонич~ских .и ограничен.ных 
в G, а Нда - под.простра.н-ство в С (дG), ·составленное из 
с.педов на дG функаий из НС7;, т. е. граничных з.наче­
пий непрерывных в G .и гармонических в G функций. 
Отметим, что пространства 11 оа и НС а изоморфны. 
Простран.ств.о На являетсн норма"'Iьным подпространст-

1 В этом примере испо.пьзуются некоторые сведения из теории 
потенциала. изложеиныеt например, в [22, 1-14]. 
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вом К-простра.нства (JJ ест.ественной упорядоченности, 
индуцированной 1из RG) разностей полож·итель.ных функ­
ций, гар.м-онических в G. Следовательно, На является 
К-простра,нством: 1. ·· 

Рассм.отрим оператор Т: С (дG)--.:;. На, 1сопоставляю­
щий функции из С (дG) (отвечающее-ей) решение обоб-

щенной задачи Д1ирихле. Известно, ·что ТЕ: !Е+(с (дG), На), 
при этом фун~кции 1из Н аа от.вечает (единственный) 
элемент НСа, следом на дG которого онс~ являеТ~ся. 

Имеет М·есто . 
Т е о р е м а К е л д ы ш а [ 82] . Положительный рос­

ток оператора Т на подпространстве НдG совпадает с {Т}. 
Из этой теоремы и теоремы 9.1 следует, что для (от­

вечающего f) реrпен.ия Tf обобщенной задачи Д·ирнхле 
имеет место представление 

Tf = sup {h: h Е НСа, h (х) .~ f (х) (х Е дG)}, 

где sup, сстест~вён.но, .выч.исЛяется .в К '"'прост1ра,нст.ве На. 
Очевид•но, что теорема Келдыш.а, ·в свою очередь, явля­
ет·ся п.ростым .следствием полученного представления. 

Ооно.вываясь ·На теореме 9.1 1и п.редложен·ии 9.1, .мож­
но получить ряд результатов об опера11орах ·с задан~ной 
а·бс'Гракт,ной нормой. В ча.стност.и, имеют место аналоги 
теоремы 8.1 (для случая, .когда функцион.ал р, ф.игури­
.рующий .в этой теореме, совпадает с нормой) .и рредло­
жения 8.1, которые объединяет 

Теорем а 9.2. Пусть V- нормированное простран­
ство, У есть К-пространство, Н- конус в V и Т: V-+- У. 
Следу1ощие утв~рждения эквивалентны: _ 

(1) конус H=HX(-R:+) является супремальным 
генератором порядковой надстройки пространства V от­
носительно оператора (Т, JТJ) (где (Т, ITD : (х, t)--.:;. Тх -t­
+tlТI); 

(2) для каждого элемента ХЕ V имеет место равенство 

Тх = sup (Th -171~ - h!f); 
heH 

(3) если последовательность (T,i), где Т n: V ~У, та-
кова" что ·limlT ,J~ 111 и lim Тпh > Th (hE Н), то 

п п 

(о) - lim Т пх = Тх для всех xe=V; 
п 

1 На этот факт обратил внимание авторов В. Н. Дятлов. 
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( 4) любой оператор Т': V-+ У такой, что IT'I ~ ITI 
и, кроме того, Т'h;з:. Th для всех he.H, совпадает· с Т: · · 

Пусть S - единичный шар нормированного пр~­
ст·ранств.а V. Элемент xe:V такой, что l\xll = 1, называ­
ется точкой гладкости шара S, если ~еущес'f!вует. единст­
.венный функционал µ:e:V' такой, что, llµ:i:ll=µx(x) == 1. 
Заметим, что шар S гладок, если ,каждая точка единич­
ной сферь1 я1вляет.ся точкой гладк.ости этого шара. Со­
r ласно ·известной теорем·е Мазу.ра (.см., напр,имер, [ 159]), 
точки гладкости шара произвольного банахова ·сепара­
бельног9 пр·ост.ранства образую:г плот1ное подмножество 
единичной сферы. Следует .иметь в •виду, что т.очка 
я.вляется точкой гладкосТ~й: в том и только в том слуЧае, 
если .н·орма дифференцируема (по Гато) в этой точ­
.ке [62]. 

Справедливо следующее 
Пред л о iЖ е1н и е 9.2. Пусть V - нормированяое про" 

странство, XoEV и llxoll = 1. Элемент Хо является точкой 
гладкости единичного шара S в толt и только в том слу­
цае, если для некоторого (а зна'jит, и для любого) 
К-пространства У и элемента уе У, У>О существует 
единственный опеvатор Т: V-+ У тr;~кой, что Тх0= у и 
171 =у . . 

До к аз ат ель ст в о. Пу1сть . х0 - точка гладкост1и. 
Из теоремы 8.1 вытекает, что ~конус Н= (ахо)аепХ (-R+) 
являет·СЯ супрем.альным генератором простра~нства VXR 
относительно функционала (µх0 , l\µxJI). По предложению 
8.1 для .всяк:ого ХЕ V выполняется равен.ст.во · 

µх0 (х) = sup (а -1\х - CLX01\). 
a.E.R 

(9.1) 

Положим Т:х-+ µх (х)у. Тогда Тхо= У и 
, 

IТJ = sup lµx. (х) YJ = l~txollY =У· 
llx!l<l 

Поэто.му, ·ка.к следует из (9.1 ), 

Тх = sup (ау - \IX - ах0!1 у) = sup (Th - ITI JJX - hll) 
a.eR he.H 

(здесь Н = {axo}ae.R). 
Из теоремы 9.2 и вьпекает справедл·ивость ·предло­

жения. -
3 а .м е ч а 1н .и е. Непосредственно ,из определен.Ия точ­

ки гладкости х (см. также теорему 8.3) вытекает, что 
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конус na:X (-R+), где n.x = { ax}a.eR, является су,премаль­
ным генератором порядковой надстройки V относитель­
но фу,нкционала (µх, 1). Интересно, что друг,их прямых 
в V, обладающих эт.им -свой.ством, нет. Точнее, если L­
нёкоторая прямая в V, причем LX (-R+) яв.пяется су­
!Премальным генератором порядковой надстройки относи­
тельно функционала (f, 1), llfll=l, то L=n:o где х­
некоторая точка г.пад~кости (и f = µх). Для доказательства 
рассмотрим гишерплоокость Н= {ve::V:f (v) = 1} и ,пусть 
{х0}= LПН. Если llxoll=l, то, в,виду условия генериро­
вания, Хо - точка гладкости. В проти.вном случае, най­
дется Г·Ипер,плоскость Н' = { VE V: g ( v) = g (Хо)}, :nрохо­
дящая через точку х0 .и выде..11.яющая шар S. Заметим, 
что g+.f. Не нарушая об1ц,ности, можно считать, что 
llgll<g(xo). Положим g=.gfg(xo). Тогда llgll~l, 
g(xo) = 1 =f (хо) (.поскольку ХоЕН). Так как LX (-R+)­
генератор относительно (f, 1), то g=f. Получается про­
тивореч~ие. 

Построим удобную ·кон.крет.изацию .изложенной выше 
конструкции 1на случай, .когда V являет1ся КN-ли.нсалом 
ограп1иченных элементов (причиной этого .служит отме­
ченное ранее обстоятсль·ств.о, что конечные м·и.норирую­
щие конусы бывают лишь 1В таюих простран-ствах). Мы 
считаем, что V -содержится ;в К-пространстве У и поря­
док в V и.ндуц.ирован из У. 

Если Н - конус V, то через Н обозначим коническу10 
оболочку элемента (-1, -1) (где 1 - единица в V) ~и 
·конуса {(h, -h)e::VXV:he::H} в пространст.ве VXV. 

Имеет .:место 
Теорем а 9.3. Пусть Н - конус в КN-линеале огра­

ниченных элементов V. Следующие_ утверждения экви­
валентны: 

( 1) Н является супремальным генератором порядко­
вой надстройки пространства V относительно оператора 
(Е, 1) (где Е-оператор тождественного вложения 
V в У; напомни.м, что (Е, 1): (х, f)-rx+t1); 

(2) lf_ ~вляется супремальным генератором прост-
ранства VXV относительно оператора Е: (х 1 , х2 ) ~х1 ; 

( 3) для любого эле.мента ХЕ V имеет место пр~д­
ставление 

х = sup (h -llx - h/11); 
ЬЕН 
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(4) если последовательность операторов (Tn), где 
Т n: V-+ У, такова, что JTпl~ 1 и lim Тпh ~ h (h Е. Н), 

п 

то (о) - lim Тпх = х для всех хе \1; 
п 

(5) любой оператор Т: V-+ У такой, что IT~ < 1 и, 
кроме того, Tli~h (heH), совпадает с Е. 
До к аз а тел ьс тв о. Соотношения (1)-<=> (3)-<=> 

-<=> (4) ~ (5) с.педуют из теоремы 9.2. flоэто~у дост~­
точ.но п1рове.рить, например, (2) =?- (3) н (5) => (2). 

(2) => (3). Пусть XEV, тогда 1по услсв.ню 

Е(х, -x)=sup{E(h):hEH, h~·(x, -х)}, 
r..... ,,..,.... ,.,... ,.,..,,,, ,,..,.,,; ,..,,,, 

т. е. 

х = sup {h -- al: h Е: Н, а> О, 

h - а1 ~ х, - h - а1 ~ - х} = sup sup {fh - all: а> 
hEf/ 

~О, {h - xJ ~ а1} = sup (h -j;h -х\11). · 
. hEH 

(5) => (2). Следует -проверить, что по.пожительный 
росток оператора Е на .конусе Н совпадает с {Е} .. Итак, 
пу·сть TE.o'+(vx-v, У), T(h, -h) ~E(h, -h) =h и, кро· ,....., 

ме того, T(I, 1) ~1. Пусть Т 1 :х-+ Т(х, О) и Т2:у-+ 
-+Т(О, у), .где х, yEV. Имеем 

(T 1-T2)h= Т (h, 0)-Т (О, /i) = 
=T(h, О)+Т(О, -h)=T,(h, -h)~h. 

Помимо этого, . 

(Т 1 +Т2)1 =Т(1, 1) ~1. 

П·оскольку 1 Т1-Т2Jt~(Т1+Т2)1 ~1, то IT1-T2J~ 1 
и, следователь.но, (Т 1-Т2)х=х для всех XEV. Зам·етим, 
что t~r 1 1~r 1 1+r2t~t. Отсюда следует, что Т2=0. 
Ита.к, Ti=E и поскольку Т(х, у) =Т1х+Т2у=х:- то 
Т =Е .н теорема доказана. -Бел.и Н - подпространство, то ситуация у.прощается 
и ·св·одится к обычным .супремал·ьным генераторам. 

Предложе.п:ис 9.3. Подпространство Н в V об­
ладает тем свойство.лt, что Н - супремальный генера-
тор относительно оператора -Е, в том и только в том 
случае, если Н супремальный генератор пространства 
VXV в смысле--К-пространства УХУ. 
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Необходимость. IJусть T:VXV~YXY и Т~О, 
пр1ичем T(h, -h)=(h, -h) (heH) и Т(1', 1)~(1, 1). 
Пусть 

Т 1 : (х, у) ~Pr1 (T(x, у)); 
Т2 : (х, у)~ Pr2 (Т (у, х)). 

Заметим, что Т 1 ~0, Т2~О, Т 1 (h, -h) =li, 
T2 (h, -h) =h (здесь hEH) и, ~кроме того, Т 1 (1, 1) ~1, 
T2 (t, 1) ~1. Следоват.ельн.о, Т 1 =Т2=Е. Отсюда выте--
кает, что 

Т(х, у)=(Т1 (х, у), Т2 (у, х))=(Е(х, у), Е(у,х))=(х,у). - ......, 

Достаточность. Пусть TE!l'+(VX\1, У), 
T(h, -h) =h (hEH) .и T(t, 1) ~1. Следует провер.ить, 
что Т=Е. Пусть . ,._, 

f: (х, у)~ (Т(х, у), Т(у, х)). 
Тогда т~о, T(t, 1) ~ (1, 1) Jf, .кроме ТОГ{), для hЕЙ 

т (h' -h) = ( т ( li, -li) ' т (-h, li) ) = ( h' -h) ' 

т. е. TESpr (Е, Н), где Е тождественное .вложение 
VX V в УХУ. Таким образом, Т=Е. В час11ности, 
Т (х, у} =Е (х, у) =Х. ,._. 

Условие (2) теоремы 9.3 позволяет дать гооме11риче-
скую трактовку .изучаемых .конусов. П·риведем оди.н 
пример такого рода. 

Раосм.отр.им метр.ич.ееюий компакт Q, снабженный 
положительной регулярной борелев.ской мерой µ, и, как 
обычно, символом S ( Q) обозначим соот.ветС11вующ·ее 
п.ростра1нство ·измеримых фу.н.кций. Будем считать, что 
компакт Q реализован ·В соnряжен.ном 111р·ос11ран·стве 
C'(Q), т. е. отождествим .каждую точку xe.Q ·с мерQЙ - -Дирака ех· Положим Q = QU (- Q) ·и определим на Q -борелевску1ю меру µ, считая для бореле.вского множест-

. -
ва ecQ, что . 

µ (е) = µ (еПQ) + µ (-(еП(- Q))). 

-Пусть S ( Q) - соответствующее пространство изме-
р.имых фун~ций. -Если Н - подпространство в С ( Q), то символом Н 
обозначим ~конус в С (Q), натянутый .на функцию -1 и 
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-множество, состоящее из функций h (he:H), где по-
ложено 

' 
_,,, -
h (ех) =h (х), li (-ех) =-h (х) (xe:Q). 

Подпространство Н в С ( Q) назовем двойным генера-
-. 

тором, если граница Шоке конуса Н содержит множест· 

во -Q' полной ~еры (т. е. it(Q') =µ(Q) =2µjQ)). Как 
было показано в пункте 7°, это означает, что Н является ,..., 
супремальным генератором пространства С ( Q) -в смысле 

. -
простране11ва S (Q). В частности, теорема 9.3 в сочетании 
с предложением 7.3 приводит ·к следуюrµему результату . 

. пр е.д ложен и·е 9.4. Пусть Н.-двойной генератор 
С ( Q) и последовательность ( Т n) операторов из С ( Q) 
в S ( Q) такова, что 

-Пi1i)Tnl1-<1; (o)-limTnh=h (h Н). 
п п 

Для любой , функции f Е.С ( Q) пос,ледовательность 
( т nf) (о )-сходится к f. 

3 .а м е rq а 1Н .и е 1. Элемент 1тn11, фигу.рмрующий iB ус­
ловии этого предложения, совпадает с абстрактной нор-
мой IT nl оператора т n• . 

3 а меч ан и е 2. Напомним, что в пространствеS (Q) 
(о )-сходимость совпадает со сходимостью почти всюду. 
Выше речь шла qб операторах с абстрактной нормой. 

Представляет интерес выяснить, ко1·да абстрактную нор­
му можно заменить на «обыкновенную» (разумеется, 
в предположении, что пространство V снабжено нормой). 
l1риведем один любопытный факт о таких операторах, 
отмеченный в [148]. · 

Теор е М'а 9.4. Пусть V- рефлексивное банахово про­
странство и Н - подпространство в V. Следующие ут· 
верждения эквива,лентны: 

( 1) любой оператор Т: V-+ V такой, что 11Tll~1 и! 
кроме того, Th=h для всех hEH, совпадает с тождест­
венным оператором 1; 

(2) оператор 1 - единственный проектор с нормой, 
равной единице, и областью значений, содержащей Н. 

До к аз ат ель ст в о. Нуждается в проверке ~импли­
кация (2) => (1). Допустим противное и пусть llTll=l, 

175 



Th=h (hEH) и, кроме. тог.о, Тхо+хо для .некоторого 
х0Е V. Рассмотри1м статистические средние 

п 

Ап = _!_ ~ Tt. 
п i=l 

По эргодической теореме Неймана [ 48] последова· 
тельность (An) сходится1в·силь.ной·операторной топологии 
1к проектору Р .пространства V на множество неподвиж­
ных точе1< оператора Т. В частности, Ph= h для hEH и 
х0Е. Р (V). Помимо этого, для всеххЕV1и,меем 

\\PxJ == 1 im \\Апх]j < lim \!А~\ \\х\\ ~ \!х\!, 
п п-

т. е. llPll = 1. Полученное противоречие. и доказывает 
теорему. 

3 а меч ан и е. При применении этой теоремы следу­
ет иметь в виду следующее. обстоятельство. Если подпµ('-. 
странство Hc::.V пе обладает свойством (В) (т.·е.если1J:Iе 
существует проектора Р: V ~ Н с единичной нормой), то 
найдется нс совпадающее с Н подпространство V1 в V 
такое, что тождественный оператор /: V1 ~ V1 является 
едиJ-Iственным проектором с нормой единица и областью 
значений, содержащей Н. В частности, V1 мо-жет совпа­
дать с V, однако, так бывает не всегда. Например, если 
Н- нс облада1ощее свойст-вом (В) подпространство V, 
то НХ {О} нс обладает свойством (В) в пространстве 
VXR (с нормой (х, t) ~ max (llxll; 1 tl) ), однако, опера­
тор (х, t) ~ (х, О) является проектором с единичной нор­
мой пространства VXR на VX {О}. О примерах подпро­
странств, нс обладающпх свойством (В), см. соответст­
вующие разделы в [48, 62, 77], а так>ке [148]. К сожа­
лению, в приведенных теоремах заменить абстрактную 
норму па «обыкновенную» нельзя. Приведем соответст­
вую~цие примеры. 

Пусть Q - дуга единичной окружности в R~, длина 
которой 'У меныпе единицы и больше пуля. В качестве Н 
возьмем подпространство в пространстве С ( Q) следов 
динейн.ых фу.нкц.ий на Q. Пусть L2 ( Q) - 'пространство 
суммируемых с квадратом (по мере Лебега) на Q функ­
ций. Нетрудно видеть, что любой оператоR, совпадающий 
с тождественным на Н и такой, что 111 < 1, я.вляется 
тождественным ( Н является супремальным ·генератором 

,_, 
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nростра1нст.ва C(Q) ХС (Q) в смысл·е В (Q) ХВ (Q), т. е. 
Н 3,аведомо являет·ся дrвойным генератором). 

Поскольку пространство L2 ( Q) гильбертово, то су­
ществует проектор Р: L2 ( Q) -+ Н с нормой единица. По­
ложим T:f-+Pf (fe=C(Q)). Тогда Th=h (hEH) и, 
кроме того, 

1\Tll = sup 1\Tfik•<Q> < sup \JPft\ = \\Р\\ = 1. 
llfflc(Q)~I l!fllL•(Q)~l 

Итак, построен оператор Т, отличный от тождественного, 
совпадающий с тождественным на двойном генераторе 
и имеющий единичную норму. 

Аналогичный пример оператора, действующего в про­
извольное пространство LP(Q) (1 <Р<+оо) или в КВ­
пространстао, нор.мально вложенное в S ( Q) и содержа­
щее С ( Q), строится несколько сложнее. Ограничимся 
случаем LP (Q) и допустим, что 0<1<2-Р12 . Заметим, 
что Н не является супремальным генератором простран­
ства C(Q) в смысле К-1пространства В (Q). В частности, 
найдется (относительно) внутренняя точка ХоЕ Q и функ­
щия fEC(Q), для 1.Котор.ой f (хо)> р(хо), rде р(х) = 
·=sup {th (х) :h~f, he=H}. Функционал р1субл.инеен и; оче­
в.идно, непрерывен в -некоторой ~окрестности точ1ки Хо. От­
сюда, в част.ности, •следует, что f не явля·ется•с)'lnремумом 
И1 и в К-~пространс'!lве LP (Q). Таким образом, .найдется 
опера1iор Te=2+(C(Q), LP(Q)) такой, что Т+Е и,·кроме 
того, Te=Spr (Е, Н). За.метим, что 1 ~ (е 1 +_е2 ) ~1'21 (где 
е1: х-+- Х1, е2: х -+х2). ·следовательно, ввиду положитель­
ности Т имеем 

llTll = 11Tt11 ~y2111 ll =1'21 11Р ~ 1. 

Таким образом, Th=h (hEH), llTll=l и, кроме того, 
Т::#=-Е, хотя Н (как мы видели выше) является двойным 
генератором 1• 

Однако .в случае, ес.11и У есть КN-пространство огра­
ниченных э.пементов, ситуация иная. Точнее говоря, 
вернп 

Пр ·ед ложе.ни е 9.5. Пусть Т-оператор, действую­
щий из нормированного пространства V в КN-простран­
ство ограниченных эле.ментов. Тогда ITI ~ 1 в том и 

1 Отсюда, между прочим, следует, что функция Tt не сравнима 
с единицей. 
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толь.ко в том случае, ес!lи Т - нерастягивающий опера­
тор (т. e. llTll~l). 

До к аз ат ель ст в о. Неравенство 171~ 1 эквива· 
лентно соотношению \ITI\< 1. · 

3 а меч ан и е. Если Т: V-+ В (Q), то llТ\\ = 1111\· 
В самом деле, ".J 

llТll = sup (sup ITfl (х)) = sup sup (ITfl (х)) = 
XEQ !lfll~l XEQ llftl<l 

= sup sup ((Tf) (x)I = sup llTЛI = llТ\1· 
llfll ~1 XE:Q 11111< 1 

Прежде, чем описать ситуации, в которых это пред­
ложение используется, введем следующее обозначение: 
если Н - конус ·в С ( Q), то через Н обозначается кони-,_, ,.._, 
ческа я оболочка в С ( Q) Х С ( Q) конуса Н и элемента. 

(1, 1). Иными словами, Н совпадает с конической обо-,_, / 

лачкой прямой {а(1, 1)};:в и конуса {(h, -h):hEH}. 
Т·е.орема 9.5. Пусть Н-подпространство C(Q), где 

Q компакт. Следующие утверждения эквивалентны: 
( 1) Н - супремальный генератор пространства 

C(Q,XC(Q) в смысле К-простран~тва B(Q)XB(Q); 
(2) Н -· супремальный генератор пространства 

C(Q)XC(Q)·.··в смыс,ле B(Q)XB(Q); 
(3.) любая последовательность (Т n) нерастягиваю­

щих операторов из C(Q) в B(Q) такая, что равномер­
ный lim Т пh = h для всех hEH, сходится (в сильной опе-

п 

раторной топологии) к оператору тождественного вло-
жения Е; / 

(4) если Т: C(Q)-+B(Q), llTll~l и Th=h для всех 
hEH, то Т-:-Е. . 

Доказательство. Импликации (1)~(3)~(4) 
вытекают из теоремы 9.3 и предложения 9.3. Имплика­
ция ( 1) => (2) очевидна, поэтому достаточно проверить, 
что имеет место соотношение (2) =>{3). Этот факт можно 
усмотреть из теоремы 9.2, однако, будет приведено пря" 
мое доказательство. 

Пусть µ - нормированный положительный линейный 
функционал над C(Q). Рассмотрим положительный ли­
нейный оператор Wn: C(Q)-+B (Q) (тензорное произ­
ведение) 

w п: f ~ ; µ (f) (1 - IT J). 
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Для f, gEC(Q) положим 

Тп (f, g) = (т~ f+ T-;;g + W п (f + g), 

т;f + т'/; g -t- w п (f -1- g)) -
(где т: и т-; соответствеппоi положительная и отрица-

- + тельная части оператора Т n). Ясно, что Т п Е !l1 (C(Q) Х 
х С (Q), В (Q) Х В (Q)) и, кроме того, . 

Тп (h, - h) = (т:h·- т;-;h, т;h - т:h) = 

= (Т пh, - Т n'h); 

Тп(I, 1) = (JTпJ 1 + 2Wnl, ITпl 1-f- 2Wпl) = 
= атпJ + (1 -JTnl), JT,1J + (1-JT,J)) = ( 1, 1). 

Последовательность (Тп) сильно сходится к опсрато· 
ру Е: C(Q)XC(Q)-+B(Q)XB(Q) тождественного вло-,,..., 
жения на супремальном генераторе Н, .поэтому (Тп) 

сильно сходится к Е на всем C(Q) xc(Q). в частности, 
для feC(Q) выполняется 

lim Т п (f, - f) = lim (Т пf, - T,J) = (f, - f). 
п . п 

Те6рема доказана. 
Приведем простой (но типичный) пример конечного 

конуса Н, обладающего указанными в теореме свой­
ствами. 

Пусть Q =· {х Е R~ : \xl = 1}. Будем считать 1простран-
-п 

ство Rn реализованным как гиперподпространство R = 

{ 
n+l } · · 

= z Е Rn+t: ~ z~ =О ,пространства Rn+l. Не составляет 
k=l 

труда убедиться, что конус Н, где Н - подпространство, 

натянутое на следы координатных функций Rn+l на Q 
(образ Q при данной реализации Rn), является супре­
мальным генератором пространства C(Q) XC(Q) в 
смысле В (Q) ХВ (Q). (Можно проверить, что размер­
ность минимального подпространства Н, обладающего 
указанным свойством, в точности равна супремальному 
рангу Q (см. [ 173] )-.) 

При сопоставлении результ·атов об операторах и 
функционалах в пространстве С ( Q), следует иметь ввиду 
два простых предложения, доказательства которых пре-
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доставляются читателю (отметим только, что существу" 
ет 1геометрическая .картин1ка, делающая эти nредложения 

очевид~ыми). 
П ред л о ж е н и е 9.6. Пусть Н - подпространство 

С ( Q). Если конус Н является супремальным генерато---
ром пространства C(Q) XC(Q) относите.льна функцио-
нала ~: (f, g) --? f (z), то этот конус - супремальный ге­
нератор и относительно функционала Ez: (/, g) -+-g(z). 

Предложение 9.7. Конус fl в C(Q)XC(Q) явля­
ется супремальным генератором пространства С (Q) Х 
XC(Q) в смысле B(Q)XB(Q) в том и только в том слу­
чае, если Н- супрема;~ьный генератор C(Q) ХС (Q) от-

.чосительно множества функционалов {~:z Е Q} U {вz:zE 
c:Q}. -

Следствие. Пусть Н-подпространство в C(Q). 
Конус Н является супремальным генератором C(Q)X 
XC(Q)-в смысле B(Q)XB(Q) в том и только в том 
случае, если Н - супремальный генератор относительно 

множества tВ::zE Q}. 
Сопоставим результаты, относящиеся к пространст­

ву С ( Q). Сопоставление проведем в локальной форме, 
т. е. укажем элементы, на которых имеет место сходи­

мость исследуемой последовательности при условии ее 
сходимости на заданном подпространстве. 

Итак, ·из теорем этого пункта и п1редл.ожения 8.2 
вытекает следующая 

Теорем а 9.6. Пусть Н- подпространство в С (Q) и 
j'eC ( Q). Сл.едующие утверждения эквиваr~ентны: 

(1) для каждой точки xeQ и лю5ого в>О найдут­
ся функции h1, h2eH такие, что 

f (z)-h1 (z) <в-llf-h1ll; -f (z) +h2(z) >-e+llf+h2ll; 

(2) для каждой точки zeQ и любой последователь­
ности мер (µn) такой, что llµnll ~ 1 и lim µn (h) = h (z) 

п 

для всех heH, последовательность ( µn (f)) сходится 
кf(z); 

(3) для .любой точки zeQ и каждой меры µ такой, 
что 11µ11~ 1 и µ(h) =h(z) для всех heH, выполняется 
равенство µ (f) =f (z); 

( 4) для любой последовательности ( Т n) операторов 
аз C(Q) в B(Q) 1·акой, что llTn\1~1 и равномерный 
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lim Т nh = h для всех hEH, последовательность (Tnf) 
п 

равномерно сходится к f; 
(5) для любого оператора T:C(Q) -+B(Q) такого, 

что llTll ~ 1 и Tli=h для всех fiE.lf, имеем Tf =f. 
В закл1очение этого пункта уточним полученный ре· 

зультат д.пя случая равностепенно непрерывных опе­

раторов. 

Те о р ем а 9.7. Пусть V - нормированное прост ран ... 
ство, Н - конус в V, Т - равностепенно непрерывный 
оператор, Т: V--+- С ( Q). И мшот место ил-tпликации ( 1) => 
*(2)9(3)9(4), где 

( 1) НХ (-R+) является супремальнь(М генератором 
порядковой надстройки пространства V относительно 
множества функционалов { (Т::с, llTll) :xEQ}, где Тх: 
v--+- Tv (х), xe:Q; 

(2) любой оператор Т'; V-+ В (Q) такой, что llT'll ~ 
~ llTll и, кроАtе того, T'h~Th (he:H), совпадает с Т; 

(3) л105ая последовательность (Тп) операторов 
Т п; V--+- С ( Q) таких, что 11Тп11 ~ 11 Tll и равномерный 
Iim. T,ih > Th для всех fzE.H, сильно сходится к Т; 

ll 

( 4) л1обой равностепенно непрерывный оператор 
Т': V--+- С ( Q) такой, что 11T'll~11 Tll и, кроме т1Jго, 
T'h;;з:.Th (hElf), совпадает с Т. 

До к аз ат е .п ь ст в о. Импликация (1) * (2) следует 
из теоремы 8.1 и пред.пожения 9.5. Проверим (2) * (3). 
По теореме 9.2 и п.ред.пожен1ию 9.5 конус НХ (-R+) 
является супремальпым генератором пространства VXR 
относительно оператора (Т, 11Tl\1). Поскольку по усло­
вню эт9т оператор и операторы (Tn, llTnlll) действуют 
в пространство C(Q), то (Tn, llTnll1) си.пьно сходитсн 
1к оператору ( Т, 11Tll1) на VXR по теореме 5.3. Отсюда 
выт~кает .рав·номсрная сходJим-ость (Tnv) к Tv для лю­
бого vEV. И·м;пликация (3) * (4) очевидна. 

Из теоремы Майкла следует, что утверждения (4) и 
( 1) «сколь угодно близки». 

Т е о р е :vi а 9.8. Пусть Т- равностепенный непрерыв­
ный оператор из V в C(Q), Н конус в C(Q), а в>О­
фиксированное число. Ее ли л1обой равностепенно н.епре­
рывный оператор T':V-+C(Q), облада_ющий тем свой­
ством, что Т'h;;з:. Th для всех lzEH и llT'll ~ (1 +в) llTll, 
совпадает с Т, то 11 является супремальным генерато­
рол-t порядковой надстройки пространства· V относитель­
но каждого из функционалов (Тх, llTll), где xe:Q. 
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До к аз а тел ь ст в о. · Рассмотрим отображение 
Ф: Q-ii--2 V' та~Кое, что 

Ф (х) = (Т х -t- Н*) n int ((1 +в) //Т~ S0
), 

·"" 

где S - единичный 1uap в V. Поскольку Т - равносте­
пенный непрерывный оператор, то отображение Ф СИJIЬ· 
но полунепрерывно снизу. Пусть µ0 Е (Тх0 + H*)n\JТl/S0c 
rф (хо). По_ теореме Майкла найдется ·сильно не.пре-

рывный селектор q> Оrt"·Ображения х ~ Ф (х) такой, что 
q> (хо)= µо. Поскольку 

Ф (х) == (Т х + Н*) П int ((1 -t- в) llTiJ So) С (Т х+Н*) П 

n (l+e) 11т11s0, 

то T'h~ Th при всех he.H н, м.роме того, llT'll ~ 
·~ ( 1+в)11 Tll) где (T'v) (х) =q> (х) ( v). Имеем Т' = Т;сле­
довательно, ito (v) = T'v (х0) = Tv(x0)= Т ~.(v) для-всех ve V. 
Теорема доказана. · 

J 0°. Некоторые применения суnремальных генерато­
ров •. До сих пор ·рассматривались прил·ожения супре­
мальных генераторов, главным образом, к вопросам схо­
димости операторов (и, в ·частности, функционалов). 
Однако супремальные генераторы находят и другие при­
.пожепия. 

Пример 10.1. _Здесь ген-ера торы применяют.ся для 
обобщения метода квазилин~аризации .Веллмана и Кала­
бы. Поясним идею метода кваз:илинеаризации на приме­
ре задачи Коши для уравнения Риккати. Итаи:, рассмот­
рим .задачу Коши 

v'+v2+p(x)v+q(x) =0, v(xo) =Vo. (10.1) 

Так как функция x~xr (xeR) выпукла~ то 

х2 = max (2хи - и2) (х Е R). 
иЕ.R 

Поэтому задачу ( 10.1) можно переписать в виде 

v = min (и2 
- 2uv -· р (х) v - q (х)), v (х0) .- v0 (10.2) 

и 

(здесь минимум берется по всем непрерывным функци­
ям, определенным на R). Зафиксируем функцию и и рас­
смотрим задачу Коши 

w' ;;:;;;;;;u2-2uw-p(x) w-q (х), w (хо) =Vo. 
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Пусть w(u, ·) решение этой задачи, а [х1 , х2] - проме­
жуток, на котором существует решение v задачи ( 10.1). 
Учитывая, что оператор, сопоставляющий функции g 
решение уравнения y'=f (x)y+g(x) при начальном ус­
ловии у(хо) =vo, монотонен, нетрудно убедиться в том, 
что решение v задачи ( 10.1) на промежутке [ х1 , х2] име­
ет вид 

v (х) .- min w (и, х), (10.3) 
иеи 

где М'НОЖе·СТ1ВО U ·СОВладает С простра1НСТ1ВОМ С1 ( [ Х1, 
х2] ) всех непрерывно дифференцируемых функций, опре­
деленных на [х 1 , Х2]. При этом минимум в формуле 
( 10.3) достигается на решении v. 

Основное значение в приведенной конструкции имеет 
то обстоятельство, что фуН1кция х ~х2 выпу~кла и, стало 
быть, является верхней огибающей своих опорных аф­
финных функций. Ilpи этом существенно использовалось 
также наличие у этой функции опорного в каждой точке. 

Понятно, что подобная конструкция применима для 
исследования произвольной задачи Коши вида 

y'+f(y) +p(x)y+q(x) =0, у(хо) =Уо, 

где f- выпукл(;}.я гладкая функция. . 
Поскольку конус вогнутых квадратных трехчленов 

суп.ремально порождает пространство непрерывных на 

отрезке функций, можно применить метод Беллмана н 
Калабы в существенно более общей ситуации (при этом 
он перестает быть методом квазилинеа ризации и стано­
вится методом «квазиквадратизации»). . 

Рассмотрим ~адачу Коши 

y'=f(x, у), у(хо) =уо, (10.4) 

где f- функция, определенная в прямоугольнике [а, Ь] Х 
Х [с, d], непрерывная там и имеющая непрерывные ча-

дf д2f 
стн.ые производные ду, ду2 • Считаем, что на промежутке 

[а, Ь] задача ( 10.4) имее'г решение. Покажем, что ре­
шение этой задачи может быть явно выражено кв.адра­
турой и операцией «max min». Заметим, прежде все~:о, 
что если g определена на [с, d] и дважды непрерывно 
дифференцируема, то для уе. [с, d] имеет место следую­
щее легко ~проверяемое тождество: 

g (у)= max (-k (у - t) 2 + g' (t) (у - t) +· g (t)), (10.5) 
c~t<.d 
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rдek;;:,ma~x (О, 111ax{-g"(t)/2:c~_t~d}). Прп этом .мак­
симум в (10.5) реализуется при t=y. (ТрехчJ1сн, стоя­
щий под знаком максимума, является опорным к фупк~ 
цив g в точке у). 

Рассмотрим функцию f в ( 10.4), и пусть К произ­
вольное положительное число, обладающее лишь тем 
свойством, что 

К> max (-_!_~(х,у)). 
а'х<Ь, c.:.(,y~rl 2 ду 

Тогда, как следует из ( 10.5), 

f (х, у) = max (-К (у - t)2 -i- }у (х, t) (у - t) + f (х, t)), 
c<t<d 

(а~х~Ь; c~y~d). 

1 lолучепное равенство позволяет переписать задачу 
(10.4) в виде 

у'= max (-К (y-v) 2 -1- ~У (х, v) (у- v) -1-- f (х, v)), 
VEV 

У (хо) = у0 , (10.6) 

где V совокупность всех непрерывно дифференцируе­
мых функций, определенных па [а, Ь] н со значсная:rtн 
в [с, d]. При этом максимум в (10.6) достигается па 
функции у, яnляющейся решением задачи (10.4}. Из 
теоремы Пикара следует, что _найдется отрезок [а', Ь'] 
(хо.Е [а', Ь'] с [а, Ь]) такой, что при каждом ve V ура~в­
нение Риккатп 

z' = - К (z - t')2 -!- ддf (х, v} (z - t1) -1- f (х, v) 
.у 

имеет решенпе Zv, у дов.летворяющее начальному условию 

Zv
0 
(х0 ) = у0 и определенное на [а', Ь']. Указанное реше­

ние нредста вим в виде ( 10.3) 
Zv (х) = min и (v, w, х), (1О.7) 

wEW 

где и=и (v, w, ·) - ре1пение (нри начальном условии 
u(xo) =Уо) следующего лннейноrо уравнения: 

и'= (-2К (v-w) + * (х, v))и 
+К (w2 

- v2) -fy (х, v) v -Г- f (х, v), (10.8) 
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а множество W совпадает с пространством С1 ( [а', Ь']) 
всех непрерывно дифференцируемых функций, опреде­
ленных н.а . [а', Ь1]. 

Как следует из (10.6), при "1юбом vEV задача (10.4) 
может быть записана в впде 

у'= - К (у - v) 2 "~- :~ (х, v) (у - v) ·!· f (х, v) -1- р (х); 
у (хо) =Уо, 

где р - не.отрицате.льная непрерывная функция. Снова 
применяя квазилинеаризацию, получим, что 

у (х) = min иР (v, w, х), (10.9) 
wE\V 

где Ир= Ир ( v, w, ·) есть решение (при начальных дан­
ных Ир (хо)= !Jc.) линейного уравнения, от.пичаю1цегося 
от ( 10.8) лишь новым слагаемым р, добавленным к пра­
вой части. Используя (10.7) и ( 10.8), имеем 

у (х) = tnin ufJ (v, w, х) = min (и (v, w, х) -j-· 
w w 

-: ехр (- J. (- К ( w - v} - ~~ (х, v)) dx Х 

xJp (х) ( expJ( 2К (w-v) - :~ (х, v)) dx) dx)> 

> min и (v, w, х) = Zv (х). (10.10) 
w 

1 

Таким образо:УI, д.пя всех vE V 

у (х) ~Zv (х). 

Заметим, что уЕ V, врпчем, поскольку макснмум в 
( 10.6) реализуется нри v= у, то Zv= у. Из сказанного 
вытекает соотношение 

у (х) = max Zv (х). (10.ll) 
VEV 

Таки~1 образоl\·1 показано, что имеет место следующая 
Т ·с о р ем а 10.1. Решение у задачи ( 10.4), определен­

ное на прол~ежутке [а', Ь'] имеет вид 

у (х) = max min и (v, w, х), (10.12) 
VEV WEW 

где V- совокупность всех непрерывно дифферен.цируе­
лtых фун.кчий, отобража1ощих [а', Ь'] в [с, d]', w·-
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=С1 ([а', Ь']'), а и(v, w, ·)-:--решение линейного уравне­
ния ( 10.8) при начальном условии и ( х0) = у0• При этом 
max min в формуле (10.12) достигается при v=w=y. 

3 а меч ан и е 1. Из представления (10.11) . немед­
ленно могут. быть получены оценки решения задач;и 
( 10.4) через решения уравнений Риккати. 

3 а меч а н и е 2. Используя те или иные априорные 
оценки ре111ения задачи ( 10.4), множества V и W, при­
сутствующие в формуле ( 10.12), можно сузить. 
Замечание 3. Из представления ( 10.6) можно изв­

лечь та·кую .итеративную ( «риккатизирова·нную») схему: 
• ( 2 дf f . Уп+l = - К. Уп+l - Уп) + ду (~, Уп) (Yn+l-Yn) + (Х, Уп)' 

Yn+l (хо) =уо. 

Нетрудно пр.ове.рить,' рассуждая, ка.к -и при выводе 
формулы ( 10.1 О), что (.при обычпьыс пре.дположен1ия1х) 
пос.педователь:но·сть (Yn) монотонно сходится к реШению 

задачи (10.4). В самом деле, у~= f (х, Уп) - р (х), где 
р -- некоторая ~положительная непрерывная фун1кция. По­
ложим w= Уп+~-Уп, тогда q> является ре1пением следую­
щей задачи Коши: 

.,, q>' = - К.q>2 + * (х, Уп) q> t р (х); (10.13} 
q>(Xo) =0. 

Уравнение ( 10.13) является уравнением Риккати. Так 
ка.к р;;:::О, то, рассуждая, как и выше, получим, что q>;;:э:О. 

3 а_м е ч; а ни е 4. Конструкция «.К~Вазиквадрат,изаци·и» 
может быть приложена и к ряду уравнений в частных 
производных (сравните с [73]). 

Пример 10.2. В примере 10.1, в частности, было пока­
зано, что непрерывные функции на отрезке получаются 
ИЗ аффИННЫХ функций С ПОМОЩЬЮ операции max min. 
Оказывается, что такое явление имеет ;место и в общей 
ситуации. Пусть Q - выпуклый компакт в локально вы· 
пуклом пространстве V. Через А, как обычно, обозначим 
подпространств.о аффинных фу.акций на Q и пусть Р есть 
-Р (А), т. е. конус вогнутых функций. 
' теорем а 10.2. Для каждой функции f ее ( Q) 1имеет 
место представление 

f (х) = sup inf h (х) (х Е Q). 
РЕР. p!:f,f heA, h>p 

- До к аз ат е .п ь ст в о. Следует проверить, что конус 
Р· является супрема"1ы1.ь1м генератором ~(Q) в смысле 
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В ( Q). Пров~рим, что каждая точка xeQ лежит в грани­
це Шоке Ch ( Р). Для этого достаточно показать, что 
Spr(e:.:, Р) = {eit}· Пусть µ(р) ;;;.,р(х) для всех реР. 
Обозначим z барицентр µ (т. е. точкуt представляющую 
µ, или·-·такую, что µ(h) =h(z) для всех he=A). Очевидно, 
что z:::::x. С друrой стороны, по теореме декомпозиции 
µ>е);, т. е. µ-{р) ~р(х) д.ля всех реР. С.педовательноt 

А 

µ(р)=р(х) длSI всех реР, .и так как Р-Р плотно в 
С (Q), то µ= е«. Теорема доказана. . 

Пример 10.3. (Задача Дирихле для выпуклых функ" 
ций). В этой rлаве неоднократно упоминались компакrы 
в Rn, на I<Otopь1x. лtобая непрерывная фуttкция явля~тс'1 
ьыпуклой (т. е. на ·К·от.орых следы аффинных фун1кций с.о­
ставляют генератор). Это обстоятельство можно выра­
зить в следующей простой форме. Если S - телесный 
строго выпуклый компакт в Rn и дS - граница S, то лю­
бая непрерывная на дS функция является следом на дS 
некоrорой выпуклой фуикцииt определенной на S. В са­
мом деле, кону.с А следов аффинных. функций на дSt оче­
видноt являеrся ~суrr.ремальным генератором С(дS). 

Таким образом, обозначив V 1= {heA :h (х) ~f (х) 
(хедS)} и положив f (х) =sup{h(x) :heU1} (xeS), 
получим распространение функции f из С ( дS) до выпук· 
лой функции f, определенной на S. 
. 3 а меч ан и е. Приведенные рассуждения справедли· 
вы и для любой полунепрерывной снизу функции f, оп" 
I?еделенной на дS, 1поС1Ко.пнку ('см. Введение, пун·кт 3°) 
f eP (С ( &S), Jl.дst Jl.д8). 

Пример 10.4. Пусть п~4. Пусть А-множество 
nХп-квадратных матриц с фиксированной главной диа­
гональю. Упорядочим его естественным способом. . 

Теорем а 10.3. Для каждой матрицы аеА найдут­
ся вырожденные матрицы а, iieA такие, что ~~ a~ii. 

До к аз ат ел ь ст в о. Утверждение теоремы является 
следствием того тривиального фактаt что sim(Rn) =2. 
В самом деле, следует выбрать трехмерный т·енератор 
в Rn и для каждой строки ( ail, •. ·t ain) матрицы а ука­
з~ть вектор ai из генератора такой, что aij~ai; (l-:;t=j) и 

ан= ан. Матрица а= ( ai3) t очевидно, минорирует а и, 
J<:роме того, ~ - выр~ждена. Аналогично строится матри­
ца ii. Теорема доказана. 

3 а меч ан и е. При n<4 теорема 10.З не верна. 



ГЛАВА fV 

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИИ 

ВЫПУКЛЫХ МНОЖЕСТВ 

0°. Введение. В этой г.паве будут рассмотрены пр и.по­
жени я некоторых из полученных выше результатов к ис­

следованию экстремальных задач изопериметрического 

типа в геометрии выпуклых множеств. 

Изопериметрическая задача -это одна из первых 
решенных человечеством экстремальных задач с ограни­

чениями. Эта задача является и простей1uей экстремаль~ 
ной задачей, так как в ней присутствует лишь одно огра­
ничение - на периметр искомой фигуры. История раз­
вития исследований изопериметрической задачи в преде­
лах выпу;клой гео:ме'flрии достаточно пол.но изложена во 
многих популярных и специальных книгах. Важно отме­
тить, что в начале нашего века эти исследования приве­

ли к двум фундаментальным резу"1ьтатам: к теореме 
оляшке и к теореме Брунна-Минковского. Теорема 
Бляшке дала возможность доказывать теоремы сущест­
вования решения. Теорема Брунна - Минковского, н 
свою очередь, позволи.па усоверн1енствовать технику раз­

.т~ичного рода симметризаций. Поясним этот :J.fетод на 
элементарном, но поучитедьном примере задачи Бибер­
баха - среди фигур данного диаметра найти фигуру 
мак;сималь.ного объема: 

1. d (t) ~do. 

2. V (t)- достигает ,макси·мума. 

(Как обычно. выпуклая фигура п се опорная функ­
ция обозначены одним символом). I·Iетрудно видеть,_ что 
условие 1 можно заменить условием 

d (t) ~do. 
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Покажем, Что при симметризации Минковского диаметр 
фигуры не меняется. В самом деле, по определению для 
симметризации Ми.нковского xs фигуры t имеем 

Следова тельно1 

t (z) + t (- z) 
хз (z) = ----=2,...----

d ( t 8) = max [ xs ( z) + t s ( - z)l = 
ze:.Zn 

= max { t (z) + t (- z)] = d ( t ). 
zEZn 

Заметим, что по теореме Брунна - Мипковского 

v V ( tS) > + ,r V ( t ) + i- ;; V ( t) = Jf V ( t ) . . 

Так что V (t8
) ~ V (t) для каждой фигуры t. С.пед.ова­

тельно, решением задачи не может быть не центрально­
симметричная фигура. Кроме этого, центрально-симмет­
ричная фигура имеет диаметр, не превосходящий do, 
в том и только в том случае, если она лежит (с точ­
ностью до сдвига) в шаре диаметра do. Итак, задача Би­
бербаха свелась к следующей элементарной задаче: сре.=­
ди фигур, л-ежащих в шаре диаметра d01 найти фигуру 
максимального объема. Из монотонности объема видно 
что решением является шар диаметра do. 

На приведенном примере использования простейшей 
техники симметризаций видны изящ~ство и слабость по­
добных приемов. Основание метода симметризаций -
чрезвычайно специфическая структура ограничений. Не­
удивительно поэтому, что интерес к проблематике экст­
ремальных задач геометрии, выпуклых множеств, привед­

ший в начале века к определенным достижениям, впос­
ледствии yi:ac. Центр тяжести исследований был перене­
сен на другие экстремальные задачи и в класс иных 

объектов, например,· в рамки теории двумерных много­
образий ограниченной кривизны и т. п. В то же время 
одним из наиболее сложных примеров решенных экстре­
мальных задач выпуклой геометрии остается задача 
максимизации площади плоской фигуры при заданных 
периметре и радиусах вписанного и описанного кругов, 

т. е. экстремальная задача с тремя дополнительными 

ограничениями. 

А. Д. Александров, разработавший аппарат поверх­
ностных функций для решения знаменитой проблемы 
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Минковского об определенности выпуклой поверхности 
кривизной, как функцией·нормали, впервые обратил вни­
мание на то, что формальное применение метода множи" 
телей Лагранжа к изопериметрической задаче немедлен­
но приводит к ответу. Идея множителей Лагранжа, ле­
жащая в основе _современной теорнн экстремальных за­
дач, изучаемой в рамках математического программиро­
вания - одного из разделов выпуклого анализа, перспек­

тивна тем, что методы, основанные на ней, позволяют 
однотипно исследовать задачи со многими ограничения­

ми. ,Более того, сам метод двойственности в м а тема тиче­
ском программировании есть точный аналог метода мно­
жителей_ Лагранжа. В связи с этим, целесообразно 
применить общие методы выпуклого анализа к исследо· 
ваНIJЮ экстремальных задач с ограничениями в геомет­

рии вы:пуклых м·ножес,-,в. Ка~к из-вестло, ~применение этого 
" подхода связано с выполнением следующеи программы: 

перевод задачи с геометрического языка на язык прог-
" " " граммирован!lя; двоиственныи анализ полученнои задачи 

и, наконец, обратный перевод полученных резу~ьтатов 
в исходные геометрически~ термины" 

. Для реализации этой схемы следует выбрать, прежде 
.всего, векторное пространство, в котором будет прово­
диться исследование. Наиболее естественным (хотя, 
в принципе, и не единственным) пространством такого 
рода служит, безусловно, пространство выпуклых мно­
жеств, построенное в главе I. В основе этого лежат про­
стое поведение геометрических функционалов относи­
тельно топологической и·алгебраической структур этого 
пространства, ясная _трактовка линейных функционаJtов 
над этим пространством (мер, тесно связанных с выпук­
лыми множествами теоремой Александрова) и,· након~ц, 
известный явный вид поляры конуса выпуклых множеств 
(или опорных функцнй). 

В предлагаемой главе будут изложены основные пtJи­
смы исследования экстремальных задач с ограничениями 

в геометрии выпуклых множеств. Как правило, рассм~т­
риваются задачи, в которых ограничения и максимизи­

руемая функция задаются на смешанные объемы. От­
дельно будет проведен анализ ограничения вида: фигура 
содержится в фиксированной. фигуре. Искомую фигуру 
обычно следует найти в кла·сс_е в·сех выпуклых фигур. 
Однако уместно подчеркнуть, что данное в главе II опи­
сание поляр конусов разл,ичных Я-выпуклых множеств 
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позволяетt естественно, исследовать задачи, в которых 

решение лежит в одном из изучавшихся ранее классов 

Н ·выпуклых множеств. 
1(\ Общая задача изопериметрическоrо типа. Пусть 

. • i 
заданы выпуклые те.па ':, '2" .. t '11-т ·' ~i ( i = 

i 

=0, 1, ... , s) и числа Ь1, ... , Ьве.R+· 
Задача 1.1. Среди вы·nу.клых фигур t, удовле11воряю­

щих СJJедующим условиям на смешанные объемы -

v т k, ( @{ 1, % t ~i)~ bi (l = 1 t 2, ... , s) t 
l' i . 

-
найти фигуру t, доставля1ощую ~максимум .сме.u1анному 
Объему V m,,k, (~о, t t ~О). 

Будем считать функции V m;.kt ( ~ ;, ·, ~l) распространен-
пыми с сохранением полилинейности и непрерывности 
на прост.ранство выпуклы?' множеств [Шn}· Эти рас1про­
,сtран.ения обозначим G,(i=O, 1, ...• s) .· Тогда постав­
ленную ·эа~дачу можно .сформулировать как .слсдую'lцую 
задачу ·математического прог.раммиравания. Найти эле· 
мент te [5Вn]. такой, чrо 

1. te.ЯJn; 
2. Gc(t) ~bt; · 
3. С.0 (t) достигает м аК~СИМ)'!Ма. 

_ . Перед анал-изом полученrной задачи обратимся к сле­
дующей более общей ситуации. Пусть Х - локально вы· 
пуклое прост·ранство, К - конус в пространстве Х; функ­
ционалы Go. 01, ... , О в О1Пределепы и дифференцируемы 
по Гат.о в нек{)Тt0рой окрестнос11и U точки хе.Х. Причем 
выполняется ус,ловие Слейтера ( [ 185]), т. е. (Gi)~ (х) ф О 
(i=O, .. . , s) и числа 

одного знака. Положим 

Кх = {и Е Х: Заа>о: х -+-а.а Е К (О~ а~ а.0)}. 
Пред.положим теперь, что в точке х функционал 0 0 

достигает максимума на множестве 
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Пред.ложен и е 1.1 1• Существуют функцион~1 . ... - . f Е К-х и числа а1, ... , агЕR+• не равные нулю одноврffr. 
менно, такие. что выполняется уравнение Эйлера-~ 
Лагранжа 

До к аз ат ель ст в о. По.~1ожим 

К0 ={и Е Х: (G0)~ (и)? О}; 

Ki ={uc:=X:.(Gi)~(u)<O} (i:._:; 1 •...• s). 

Покажем сначала, что fl Кi)П К-=0. Допустим . о х t= ( 

s \ 

противное и пусть иЕК-;и uEKi(i=O. 1, ... , s). Так 
как иЕКi (i= 1, 2 •... , s). то при достаточно малых· 

а>О имеем Gi· (х +аи) - bi < G;(x аи)--: Gi (х) = , ; 

= a(Gi)x (и)+о(а)~О (здесь о(а)/а--+--0 при atO). 
Та.ким образом, x+auE{xEU:Gi(x)~bi} (i=l, 2, ... , 
s). ~роме того, так как uEK-x, то х+аие:К. Итак, х+ 
·+аие:Q. С другойстороны, поскольку uEKo 'Н в точ.кс 

х достига.е'Гся ~максимум, то Gu (х +аи) - G0 (х) = 
1 , 

=а (G0)x (и) +о (а) ~О, отку\да ·еле.дует, что (G0)x (и)~ 
~,о - противоречие. 

Рас-см.О'Гри.м .в пространстве xs+l конусы 

к, - К х К '-,/ х К · К" - (К-)s-н П D - 0 1 /'- • • • St -- Х ' 

где D= { (х, ~' ... , х) EXs+t: ХЕХ}. К<?ну-сы К' и К" не 
пересекаются, причем конус К' теле-сен. Следовательно, 
найдется rненулбвой функционал l= (l0, 11, ... , ls) Е 
Е(Х8+ 1 )' такой, что l(z);;:;:O (zEK'), 'l(z)~O (zEK"). 
Последнее означает, что 

lo ( ио) +l1 (и1) + .. . +l. (и,) ~О (uiEKi~ i =О, 1, , ", s); 

lo(v)+l1(v)+ .. . + ls(v) ~О (t1EK-;). 

Зафиксируем ИоЕКо и, устремляя ui(i= 1, 2, ... , s) 
к нулю, получим, что lo ( и0) ;>-О ( иоЕ Ко). Таюим же об~ 

1 Доказательство этого пред.:~ожения с.'Iедует известной работе 
А. Я. Дубовицкого и А. А. Милютина [59]. 
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с'Ввом пр.сверяется, что li(ui)~O (и.еКi, i=l, 2, ... , s). 

~!Ълагая l-x = ± li, получп.м, что l-x (v)-= (10 + ~ ti)(v.)~0 
i=O i=l 

:Lл я -всех ve !(-;. И так, показано, что 

l0 Е К~; li Е Ki* (i = 1, 2, ... , s); 

l-x Е - (К~)- (1.1) 

По условию фу.н.кц.ианал а, Д!Ифференцируем по Гато, 
т. е. конус К1. (i=O, 1, ... , s) Я:Вляется полупрос11ра,нст­
вом. Н.о тогда 

к; = {а (Gi); }а~ 0 (i :=: 1, ... , s); 

к;= {.а (Go)~}a~o. (1.2) 

Из (1.1) и (1.2) следует, что найдутся та.кие ~i~O 

(i=O, ... , s), ч1ю lt = Pi·(Gi)~(i=l, · · .,s) и lo=-Po (Go)~. 
Таким об.разом, мы получили, что 

s 
, ~ , 

- А (G )- = l- - А. (G·)-l'"'O О х х 1'"' i i х • 
i=l 

(1.3) 

Бели ~i=O (i=l, 2, ... , s), то l0 ::;t=O, поск;олькуl=l=О. 
С д>ругой ~стороны, в ЭТ{}М случае - ~о ( G0)~ (х) = l-x (х). 
Но так ка.к х Е К; и -хЕК-;, то (~(х) = Ot т. е. и ~0=0, 
ибо по условию (00)~ (х) =1= О. Из ( 1.3) ,следует, что п 
этом слу.чае l0=0, а это противоречие. Теперь следуе·с 
за,метить, что 

Значит, ~0 =;*:0. Предложение доказано. 
3амеча1н.и е. Есл.и фу,нкционалы Gi (i = l, 2, ... , s) 

неп.рерь11в1Ны в точ.ке ~, то мож.но ут.верждать, что .най-

дутся коэффициенты ai, обладающие свойством допо;;.­

няющеа нежесткости (для х), т. е. ai rне ра:вны :нулы 

одновременно и rLt 0 =О, если Gi0 (Х) <Ь10 • Дейст.аит.ельно. 
в этом случае 1в качестве .кону,са Ki

0 
можrно взять :В( с 
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nространС'Dво Х .и еди·~~етвеиный неот·рицательный на 
К.10 фу1н.кционал совпщцает с ~нулем. 

Проверим теперь, что для задачи 1.1 выполнены 
услов.ия п:р.едложен.ия 1.1. 

Можно ·В.Идеть, что градиент фу1нкционала Ci про-

порционален µmi.kt(~ l, F, ~1) В самом ~еле (см. n·рило~ 
жен.ие 11), 

(- ) , т - k 1 ( _ ) 
Gt х (g) = i п i J gdµmi.ki шt, х, ~1 

Zn . 

для .всех ge [Шn]. (Так ·как fl.mi.ki ( Шl, х, ~i) есть мера 
Радона, т. е. элемент простра.нсmа С' (Zп), то fLmt.kt ( Ш1, 
t, ~) Е [~n] ', и~бо [~n] плотно в С (Zn)). Предположим, 
что решением поставл·е.н2:1ой задачи 1.1 является тел.ее· 

ный выпуклый ком;пакт х. Тогда 

i i -
та.к ·Как фигуры Ш 1, ••• , Шп-тt' ~ 1, х телесны. Следова· 
тельно, для поста.вленн1ой задач·и математ~ичоскоrо rцро· 
грамм.ир.ов.ания вЫ\rюл,няеrея условие Слейтера и, еле.до" 
ват.ельню, М•ОЖ~но применить предложение 1.1. Таким 
образом, уста.навлена _ 

Т е 0·1р е м а 1.1. Е ели допустимое тело х является 
решением задачи 1.1, то найдутся обладающие свойст· 

BOAI дополняющей нежесткости числа ~1' ••• 'as ER+ 
такие, что 

s 

~ a;ifl.ml,ki ( Ш i, з: , ~ 1) - µmo,ko (~о, r , ~0) Е m ~, i· 
. i=l 

Зде·сь, ка~к обычно, J.tm, я (Ш, х, ~) - соотве'f\ствующ~я 
повер:х~ностная функц~ия, а Шп, ;- конус допустимых на-

правлений в точке х, т. е. 

19-1 

m "· i = { g Е с (Zп) : 3а.о>О: 

x+a.gemn (О~ а.~ а.о)}. 



И так, применение общеrо п1ринЦ;ипа двойсr.венности 
к 1ИССЛ·едова!Н\ИЮ экстре-мальной задачи 1.1 .вопрос о ·на" 
хождении решения с·вод.ит .к проблеме представления 

* элем.ентов .конуса ~ n
1
i и теоремам единственности для 

поверх~ностных фуrНкций. Первая из задач ооязана с рас­
смотренной· ·выше задачей о 1пред!ставлении кону•са, .со· 

п.ряженного .к конусу Н ·.выпуклых фу1нкций. 
В -сл~ующем па~рагр.афе дается геометрическая ИiН· 

* терn~ретация элементов сопряженного ·конуса т п, х . 
2°" Отношение Т-предшествования. Конус Я!n, ·ка·к 

было показа,но .в г ла.ве I - это конус 1непре.ры.в·ных суб­
ли~нейных фу.нкц.ий ~На\!( Rn, rИJIИ .конус Rn·вы1Пуклых функ· 
ций, где Rn ра~ОС.Ма1'р·ивается как .конус еле.до.в линей.пых 
ФУf:I·КЦИЙ ,на сферу па1п·равлен.ий Zn= {xe:Rn: lxl = 1}, 
т. е. m п = р (Rn, с (Zп), RZп). Конус Rn не является МIИ" 
норирующrим и, следовательно, ,не обладает ·свойс11вом 
Хар~и-Литтлвуда-ПоJt.иа. Однако, как и В1СЯ1КИЙ за:М· 
юнуrый tJIOнyic, Rn обладает свойст1Вом Решетняка-Лю· 
миса (.в С (Zn) .или в [Я!n]). · 

Т е о ip ем а 2.1. !!! : = {µ - v Е С' (Zп) : µ ~ v }· 

Эт.а теорема дает основание ввести следующее о.пре· 
деление. Будем rов~ррить, что выпуклая фигура 1J Т­
предше9твует фигу.ре t, если µ ( i ) )> µ ( 1J). В этой 

Rn 
ситуации tиопользуеttя запись ж >1'· Отношение Т-.пред­

т 

шест.в·о.вания допу1скает rпростую ·внутреп·нюю ха:ра кте­

ри~е'Dику. 

Те о 1р ем а 2.2. Фигура 1J Т-предшествует t в том 
и только в том случае, если для любой выпуклой по­
верхности 8 справеf?ливо неравенство V1 (t, 8) ~ 
1~.V1 (V, 8). 

Необ·х·одимость. Раз t~V, з.начи:г, µ(t)-µ(lJ)E 
т 

v 1 ( % ' 3 ) = + J & dµ ( J) > 
Zn 
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до ст а то ч.н О•С т ь. в результате ПЛQТIНОСТИ !JOn в 
~п д.ля .пюбой сублинейной функции f имеем 

Stdµ(S)> .f fdµ(~), 
Zn Zn 

и, следовательно, ;по теореме 2.1 µ ( х) > ·µ (~). 
я.п 

Из эт.ой те.Qремы ,непосредстленно следует, что отно­
шение Т-1предшеС'Лвова.ния есть предпоряд1ок. Кроме то­
го, 1справ-едл,и.во rеледующее 

Предложен.не 2.1. Пусть один из выпуклых ком· 
пактов х и 1J телесен. Тогда ( х ~.tJ и ~ ~ х) =} х = ~. 

т т т 

До к аз ат ель ст .в о. В самом .деле, по т.еореме 2.2 

S а dµ ( х) = r adµ ( ~ ) 
Zn .zln 

для любых ae~On. Та:к ка1к ~n-~n=C(Zn) 1и ~Оп плотно 
в Яln, то µ(х) =.µ(~). Поскольку о,з.ин из компактов те· 
лесе.и, то ме.ра µ (Х) являет1ся але.к;са~ндровской, а значит, 
по теореме Александрова х = ~. 

т 

Отношение Т-nредш·еств.ования удобно тем, что 1с его 
* помощью удается описать оопря.женный rконус Шn на 

языке исходного пrрост~ра~нсТJва вы·пу,клых м.ножест.в. 

Т е о ·Р е м а 2.3. Ш ~ = { µ ( х ) - µ ( ~) : х ~ ~ } • 
т 

До к аз ат ель ст ;В о. На основе тео~ромы 2.1 до-
статочно показ.ать, что ·ИЗ ~ВОЗМОЖНОСТИ прСДСТЭJВИТЬ м.е-

ру µ 1в ~виде µ-,',где µ>v, следует, что jj,=µ(x):...._. 
' [~11 

-µ(~),где х ~ ~. 
т 

Рассмотр,им отображ.ения 

z~ J zdµ (z Е Rn)~ 
Zn 

Z->- J zdv (z Е Ка). 
Zn 

В&иду линейности этих .о1'ображений найдутся векторы 
и, ve:Rn та,кие, что µ (z) =(и, z); v (z) = (v, z) для всех 
ze.Rn. Та,к ка.к 

J zdµ = S zdµ - S zdv = О 
Zn Zn Zn 

для любой линейной функции ze.Rn, то U=.v. 

196. 



Полож1им 

µ1 = µ -t- µ ( Зn) + \UI в ...... .Е..; µ2 = "+ µ (ап) + lVI е _.... ~· 
IUI lt11 

(Здесь µ (&n) е.сть повврх1н.остная функция шара Зn, т. е . 
.:\1ера Л ебеrа). Очевидно, что µ = µ1-µ2. Таки~м образом, 
µ 1 ~ µ2• Заметим, ·что мера µ1 я:вляется александровск.ой. 

R.n 
В самом деле, для i= 1, ... , п ~имеем 

S eidµ1 = S eidµ + f eidµ( ап) -
Zn Zn Zn . 

- (и, ei) =(и, et) - (и, ei) =О· 

Кроме того, для в.сякого гиперпмпростра.нства Н c.Rn 
имеем µ1 (ZnnH) < µ1 (Zn), так ка1к µ (3 n)(ZnПH)< 
< µ (&n) (Zn). Аналог.ично .тnроверяется, что м.ера µ2 яв· 
.;1ястся алек·сандр·овок~ой. Применим теорему Алекса1нд­
р·ова и най~дем 1ВЫ1пуклые фигуры :r, ~EЯJn такие, что 
µ 1 = µ (t) и µ2= µ1(t>). Так как µ (:r) ~ µ (~), то :r ;э~, 

R.n 
что и требовалось доказать. 
· 3 а ·меч ан !и е. Отношение ~ достаточно обозримо 

т 

п в то же 1время в известном смысле эффективно про· 
веряемо. Де.по в .том, чтю для .многогранников :r и ~ с по-

р т 

ве~рхностными фу.нкци.ями ~ aнBik и ~ ~sBy8 от.нош.ение 
k=l s=l 

:r;;:,~ имеет место в том и_ только ·в том случае, е·сли 
т 

~L (:r) ~ µ (~) и.п1и, в развернутом виде, если совместна 
R.n 

система "т~и~нейных неравснс11в 

1 ~>'о~ . - . 

1
~ 'Yk-1,· (k-1,2, ... ,р, s=l,2, ... ,т); 
S=l 

р 
,, s 
~ 'Yka,kzk = ~sYs• 

\k=l 

llроверка ·С.ОВМеСТНОСТ\И ЛИ.НеЙIНОЙ СИСТеМЫ 1С ВЫЧИСЛИ· 
те.пьной точ.ки З!ре.ния - это задача л,и~нейного пр,ограм· 
м.ир·ова.ния 1. 

1 Сведения из теории линейного программирования см., напр11" 
мер, в [79, 146]. 
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Интерес.ной и важ·ной я-вляе1'ся задача о ·связ·и отно· 
шений Т-п.редшест.во.ва~ния :и Т-·вхождения (напомним, 
что :r > U означает, что U ·можно разместить в :r путем 

т 

параллельного переноса). 
Предложея·ие Q.2. Пусть :r 1 >~1, ... ,:rn-1> 

т т 

~~n-1· Тогда µ (:r.1, ... , :rn-1) ~ µ (~1, ... , ~n-1) · 
т яn 

До к аз ат ель ·ст в ·о. В самом деле, ·в.виду .свойства 
моноrо.нност~и сме-шанного объема, для любой субли.ней­
ной фуякции б ~Имеем V (б, :r1, ... , :rn-1) ~ V (б, ~1,. · · 
••• , ~n- 1 ). Слtедовательно, 

.\ б dµ, (:r1, · .. , rn-1) = nV (б, :rl, . ·., :t'n-1) > 
Zn 

>nV(б,~1' ... ,~п-1) = ·' sdµ,(~1, ... , ~n-1). 
Zn 

П1рименяя теорему 2.1, получим -nребуемое. 
iП р ед л о ~жен я е 2 .3. Е ели ·i > ~ , то х > ~ . 

т т 

Доказательст~во. Имеем µ(:r)=µ(r, ... , :r); 
µ(~) = µ (~, ... , ~), значит, по предложен:ию 2.2 µ (:r) ~ 

> µ ( ~) , т. е. :r > ~ . 
Rn Т 

К сожалению, обраТ~ное утверждение ,не имеет места. 
В самом деле, пусть n> 2, а> 1. Ф1игуры 8n ,и a8n-2 не 
сравнимы п·о отношению ~' однако, Sn > аsп-2 д·ействи-

т т • 
тельно, µ ( абn-2) =a11<n-o µ (Sn-2) =0. Кроме того, 
µ(8n) (е,)=0 (i=l, ... , п), та~к чтоµ, (8n)~O. Не следует 
- Rn 

думать, чт.о это обстоятельст.во связано только с ~вы1рож­
денностыо мяожества Зп-2. Возь!мем, например, :r=2an 
н ~=Sn+18n-2, где 1 = ~tt<n-:-2>, а число ~ IВЫбрано 1ИЗ у~с­
ловия 2n-l/(2n- 1-l)>~>l. Так как 1>0, то :r и~ ,не 
сраwи-мы в смысле отношения >·С другой сторuны, 

т 

V1 (:r, 8) ~ V1 (~, 8) дл.я лю·бой вы1пукл·ой поверх1ности а, 
т. е. по теореме 2.2 :r;э~. Так как V1(Sn-2,8) =0, то в·ви­

т 

ду полилинейности .и монотонности .смешанного объема 
последовательно имеем 

n-1 

V i (~. 3) = ~ C~-1ykV (Sn, ••• , Зп, Sп-21 . • ., Зп-2, б) ~ 
k=O . • 
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п-2. 

~ ~ c:-1y"Vi{ а п' 8 ) + yn-1V 1 ( 8 п-2, а )_ = 
h=O 

п-2 

= ~ C~-1ykV 1 ( 8 п' 8 ) < (2n-l - 1) ~V 1 ( 8 nt 8 ) ~ 
k==O 

<. 2п-l v 1 ( 8 п t 8 ) = v 1 ( t ' 8 ) • 

Необходимо выяснить связь отношений Т -предше­
ствования и Т-вхождения на плоскости. Оказывается, 
что в этом случае рассматриваемые отношения совпа­

дают. Чтобы проверить этот факт, установим полезное 
Предложение 2.4. Пусть фун!fция feC(Zn) та­

кова, что. для любой, положительной, инвариантной от­
носительно сдвигов меры µ справедливо неравенство 
µ (f) ~О. Найдется вектор ceRn такой, что f (z) ~(с, z) 
для всех zeZ.,. .. 
До к а з·а тел ь ст в о. Определим функцию f :Rn-r R 

соотношением 

,.. {О, если х = О 
f (х) = ( х ) · \xlf ТХТ , если х =F О. 

,... 
Пусть epi f- надrрафик функции f. Обозначим симво­
"1ом N вы·пуклую оболочку epi f. Тогда 

N === {z е Rn Х R : z = !i Zp, Zp Е epi f 
p=l 

( р = 1, ... s; s = 1, 2, ... ) } . 

Ясно, что N - конус, причем точка (О, 1) ER11 XR при­
надлежит вну'Гренности N. Определим "1уч /" соот.но-
1иением 

Допустим, что множества N и L пересекаются, тогда 
найдутся векторы Zp-:::/= (хр, lp)·Eepi f (р= 1, 2, ... , s) та-

s s -

кие, что !, Хр =О и ~ lp <О. По определению над-
Р=l P=l 

графика ·получаем 

s s 

~ f(x")<: ~ tp <О. 
n=l p-=l 

19 



' 
Так как f (О) ==0, 1'0 множесТIВО J = { р Е { 1,2 .... ,s} : 
Хр:#.0} не пу1сто. 0-бразуем ·меру 

µ = ~ /Хр/ 8 Хр • 
pE.J 1хр\ 

Мера µ неотрицательна и, кроме того, инвариантна от­
носительно сдвигов, так ·как 

J e;dµ = I (хр, ei) = О. 
Zn pe.J 

Таким образ.ом, 

Полученное прот1иваречие означает, что N П L=!25. 
Следовательно, найдется гипер·пл-ос.кость Н, разделяю­
щая _N и L. Та.к как внутренность N выделяет·ся строгq 
и, .кроме того, Ое:.Н, то гипер111.ростра!Нство Н c::..RnXR 
является графиком .не.кот.орого линей111ого функц'Ионала 
се. (Rn) '=Rn. Этот функционал, очевидно, т,р.ебуемый. 

Теорем а 2.4. Пусть n=2. Тогда х ~ ~ t=} х > ~. 
т т 

До к аз ат е .п ь ст в о. Нуждаеrея в проверке лишь 
импликация=>. Так 1какt~, то по теореме 2.3 для лю­

т 

б.ой выпуклой ф·иrуры бЕ~2 имеем V(r, б) ~ V(~, а). 
Единстве.н~ны.м~и «iВЫ1р·ожденным-и», ,инва1риантны.м.и 

о:nносительн·о .сдвигов, положительными -мерам~и из 

С' (Z2) явля1от·ся меры вида а (вz+в-z), т. е. поверхно~ 
стные функцИJи отреаков, ·ПОэтюму ·На оонове лредложе­
ния 2.4 найдет.ся вект.ар cER2 такой, что для 1:в-сех ze::Z2 
слра,ведливо неравенство r (z)-~(z) ~ (ct z). Последнее 
и !означает, что х > ~. 

т 

В заключение этого пункта с.педует привести теорему 
о пр·едставлении .поляры конуса, сопряженного к конусу 

возможных направлений. Конус ~n. t возможных направ­

.т1ений в точке ! опреде.пяется следующим способом: 

~ п,! = 1 g Е С (Zп) : 30:0 >0 : r -j · ag ~ Е п (О~ а а0)}. 
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Теорем а 2.5. Имеют .место представления: 

(1) m • - = {11 ( t) - µ ( р) : r ~ р, V 1 ( r, r) = V 1 ( р ,1 )}. 
п) Т ' 

(2) 11! ; .r = {!·Ф) - µ ( 1)) : ж 1 IJ , v ( ж , r) = v ( u , r)}. 

До к аз ат ель 1С т 1в о. Пусть с-начала ge513 х' r~ р и 
п. т 

\11 (r, i) = V1 (р, r). П1ри .некотором а>О (по ~пределвнию 
конуса возможных направлений) функция r+ag субли­
нейна так, что 

\ (1 -t- fZg) dµ, (r) = nV 1( i ,r)+a S gdµ (r)·~ 
Z Zn . n 

~ .\ (1 + ag) dµ ( U) = п V 1 ( р, б ) +- а .f gdµ ( Р ). 
Zn Zn 

Та'КИМ образом-, µ(t) (g) ~µ(U) (g), т. е. µ( 1)-µ(Р)ЕШ~.r 
С другой стороны, э.пементы бЕ~n входят в ~~.х' так что 

* • д~11я всякой мерыµ Е Ш п, -;имеем µ Е 513 т т. е. µ= µ (t) -
. -

-µ(р), irдe r ~р. П.омимо этого, элемент -t также вхо­
т 

дит в ~ п - • Следовательно, .r 

о = S r dµ = п v 1 ( х, r) - п v 1 ( Р, !) . 
Zn 

Теорема доказана. 
3°. Плоская изопериметрическая , задача. Рассмот­

рим общую задачу максимизации площади при произ· 
вольных линейных ограничениях) т. е. ограничениях на 
смешанные площади и опорные расстояния искомой 
( п.п·оской) фигуры. · 

• s 
Задача 3.1. За.дан многоугольник Р= П { zER2:(z,zд< 

1 
~ci} (ziel2) и ф1игуры р 1 , ••• , Рт· Т1ребуется среди фи-
гур r, лежащих в Р и таких, что V(U;, r) ~bi(j= 1, 2, ... 
. . . , m), найти фигуру наибольшей площади. 

Прежде всего, условимся рассматривать ограничение 
tc.P, как s ограничений 

r (zi) = .\ r dвzi <_ci (i = 1, 2, ... , s). 
Zn 

201 



Пусть v1, " ••• , Vp---: остов конуса решении 

!
а; >О (i = 1·, 2, .. ", s); 

~ йtZt· = 0, 
i=l 

системы: 

(3.1) 

т. е. совокупность крайних лучей конуса (3.1). Pac­
s 1 

смотрим меры µ1 = ~ VtBz( Мера µt положительна и ин-
1=1 

вариантна относительно сдвигов, так что найдется ком-
пакт tl такой, что µi=µ(tt) (t=l, 2, .... , р) .. 

Применим к задаче_3.1 теорему 2.1 и найдем такие 

неотрицательные числа v1, ••• , Vs+m, что 

· ±~Bzt+ ,2vs+1µ(»/)-µ~(%) Е~;.т.~ (3.2) 
1=1 f=l .. 

s -
Из (3.2) немедленно следует, что мера ~ Vi8zt инвариант-

~=t • 

на относительно сдвигов, т. е. век~ор (:V1, ••. '~) входит 
в конус ( 3.1) . Следовательно, найдутся числа ~1, ••• , ~РЕ 

" - р l 
ErR+ такие, что vi = ~ ~tVt или · 

t=l 

s_ s Р- 1 Р-

~ ViBz( =· ~ ~ ~tVtBzl = ~ ~tµ ( r 1). 
l=l l==l t=l t=l 

Обозначив символом t фигуру 

,_J -

и применив теорему 2.4, получим, что r~t, кроме того, - - - -V (t, t) = V (t, t), т. е. при некотором ceR2 справедливо 
соотношение 

J [r (z) - i (z) +(с, z)] dµ (r) =-= о, 
z. 

где подынтегральная функция неотрицательна. Таким 
...,,,. ,,,,.,., - ,,,,.,., 

oбpaзoм,_t(z)=t(z)+(c, z)_для всех zes(t) (где· s(t)--· 
носитель t, т. е. носитель µ (t)), т. е. 

1 ~ n {х Е R2
: (х, z) ~ f (z)} ~-= п {х Е R2

: (х, z) < 
z=s(r ) · т zEs(i ) 

~; (z)} > П {х Е R2
: (х, z) ~ t (z)} = i'. 

Т z<=:Za 
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Таким образом, r > r , т. е. r = r . Итак. доказана 
т т 

следующа·я 

Т е о р е м а 3.1. Тело ~ являющееся решением эадаЧи 
3.1, nредставимо с точностью до переноса в виде 

~11'11 + · • · + ~РrР+Т11~1 + • • • +r~т~т· 
3 а меч а ни е. Теорема 3.1 показывает. что решение 

задачи 3.1 сводится к определению коэффициентов 
61, ••. , SP' 111, ... , Тlm· ·Последние, в свою очередь, явля­
ются решением некоторой задачи квадратичного прог­
раммирования, т. е. могут быть найдены за конечное 
число шагов. 

4°. Случай регулярного решения. Из приведенного в 
предыдущем пункте рассуждения ясно, что весьма ва-

жен случай, когда ~~.% = {О};так как в этой ситуации 
анализ существенно упрощается и сводится, по сути 

дела, к 1исследооанию ·реш.ений 1некото.рого ура1внения на 
поверхностные функции. Вообще говоря, гарантировать 

• сооmошение т п:i· ={О} в произвольном случае .нельзя. 
В самом деле, обратимся к следующему элементарному 
примеру. Возьмем · 

r = { (х1, х2) ER2
: 1Х1\+1Х2\~1} ~ 

~= {х1, х2) ER2: 1Х11V1 x2 I :::;;;·1}; 
.r= {xEr:x2=0}. 

Очеrви~.д,но, что ~~r. С другой стороны, непос.р·ед.ствен.ным 

подсчетам проверяется, \что V (t, r) = V (~, t), так что 
µ ( ~) - µ ( r ) Е 5JJ ;,1· 

Если же r- регулярная фигура, то, как известно 
(см. приложение II), для любой регу~ярной фигуры а 

при достаточно малом а>О функция r-aa сублинейна. 
Таким образом, конус допустимых направЛений т n,t со-
держит элементы mRn и -mRn. Отсюда следует. что для 

* ~ 
лrобой меры µ. Е ~ n,% и любого ae::mRn 

5 adµ = о. (4.1) 
Zn 

' И так, в силу плоТ~ности 513Rn 1в тп ·соотношение ( 4.1) спра· 
ведливо для всякого remn и, следовательно, µ.=О. Та­
ким образом, установлена 
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-Теорем а 4.1. Е ели t v=- ре~уляр1и:~я фигура, TD 
• mп,х= {О}. 
СJ1едсrг1в.ие 1. Пусть t, ~Е~О,р Если~ Т-прt:iJшест­

вует r и для некоторой регулярной поверхности а выпол­
няетея равенство V1(r, a)=V1(~, а), то r=u. 

т 

С.лед ст в и е 2. Пусть выпуклые тела r и u не явля­
ются Т-равными, причем U можно поместить путем па­
раллельного переноса в r. Для всякой регулярной поверх­
ности а имеет место строгое неравенство V1 (r, а)> 
> V1 (U, а). 

Проиллюстрируем способ применения этой теоремы. 

Пример 4.1 Найm регуля1рное тело ie:~Rn из усло-
вий: 

1. Vm(t, t 1) ~с (t1e)!)Rn; с>О, п>m); 
2. Vp(r, t 1) достигает максимум~ (p=f=.m). 
По теоремам 2.1 и 4.1 найдется а> О такое, что 

- - -µp(t, t1)=aµm(t, !1). (4.2) 

Положим f ~11 < 1п-р), тогда из (4.2) 
-- - - - - --

µp(t, ~t1)=~P:µp(t, t1)=~mµm(t, !1)=µm(t, ~!1). 

Применяя теорему Алексан_др~ва - Волкова (см:_ п рило­

жение II), заключаем, что х =~r 1 • Коэффициент р опре-
т 

деляется из ус.повия достижения равенства 

С= Vт(t, r,) =in-mV(t1, ... ' !1) =~n-mV(t1). 

Следовательно, решение поставленной задачи дается 

формулой 

r ( с )п~т ~ 
--:; V ( r 1) 1 • 

Приведенный пример содержит, в частности, изопери-
метрическую задачу. _ 

Пример 4.2. Найти регулярное тедо re:~Rn из ус~10-
" вии: 

1. V1(r, ti)~bi (i=1, 2,.", s); (t 1,"., rse513Rп); 
2. V (t) достигает максимума. _ 
По теоремам 2.1 и 4.1 найдутся чис.па а 1 , ••• , asER.;. 

такие, чтоµ (f) = ~1(i;iµi("f, r J = µ1( Х, ,±/i1 r; ). Стало 
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быть, по теореме Александрова - Волкова 

Задача сводится к проблеме определения коэффициен­

тов а1, ... , СС.8 , Т. е., фаКТiIЧеСКИ, К некоторой КОНеЧНОМер­
НОЙ задаче математического программирования. 

3 а м е ч а н и е. Приведенные в этих двух примерах 
рассуждения не приводят к решению. Точный смысл 

" указанных критериев в том, что регулярных решении, 

отличных от найденных выше, у рассмотренных задач 
нет. Таким образом, для завершения исследования нуж­
но установить, что решение должно быть регулярным. 
Последняя задача является чисто геометрической. 
В частности, для доказательства регулярности решения 
изопериметрической задачи . достаточно применить, на­
пример, технику симметризаций. Смысл приведенных 
выш.е услов.ий 1В том, что ~ля .сложных з.адач .они у.ка­
зывают узкую область подозрительных на экстремум 
фигур. 

5°. Выпуклые изопериметрические задачи. С точ~ки 
зрения математического программирования особый ин­
терес представляет случай, когда рассматриваемые за­
дачи яв.пяются выпуклыми. 

По теореме Брунна - Минковского поставленная в 
пункте 1° задача 1.1 является выпуклой в том случае, 
если ограничения линейны. Итак, рассмотрим д.пя при­
мера следующую задачу. 

Задача 5.1. Найти фигуру XE~n из условий: 
1. V1 (~J, x)~bj (j=l, 2,"., m); 
2. V (:t) - достигает максимума. 
Т ~о 1р е tМ а 5. L Допустимое тело х является реше­

яием поставленной задачи в том и только в том случае, 
если найдутся обладающие свойством дополняющей не-- -
жесткости числа сх 1 , ••• , CGmER+ такие, что выполнены ус-
ловия: 

О) х (ёt) > 1; 
т 

(2) v (t) = v1 (х (а), r), 
где t(a) =;1~1#~2~2# ... =fl:~m~m 1 . 

1 Знаком # обо~начается сумма Бляшке (см. приложение II). 
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До .к аз ат ель ст в О· 1• Нуждается 1В проверке лишь 
достаточность поставленных ус..r~овий. Для установле­
ния достаточности нужно проверить, что функция 

n-t 1 т 

rp ( х • et) .= V -п (-х-) V ii ( х ) -1- ~ et i ( Ь 1 - V 1 ( ~ р r ) ) 
/=1 

ИМ€ЕЛ седловую 'I'OЧiKY в точке (Х: а) на множестве SВпХ 
XR +([146, 185]). Условиедополня·ющей.нежесткос'ТIИ оз-

т . 

на·чает, что .!i aib1-V1( ~i' Х-)) =0, т. е. ~(!, et) ~cp(i, et) 
j=l 

д.пя всех etE R+. Для прове.рк.и нера.ве.нС'Т!ва ер {i, а)~ 
~<р (х, et) для re::58.,. следует проверить только, что фу1нк­
ция ,Р ( ·) =шr ( · ,-et) до.стигает .маК!симума .на SDn в точке 

rn 

i. Функция l\j) 1вогн~ута, пр.и этом~=µ ( !) - l:aл.t{l} 1>· 
... . 1 

, • , 1= 
Та1к 1ка.к - 'Фr Е ~ n,; по усл.овию, тю 'Ф-х(g)<О для scex 

g-E58 11,r. Паследне:е и озна~ает, что -ф(t) ~ф(Х) для всех 
хе:58.,.. Теорема доюазана. 

Смысл приведенной теоремы заключается в том, что 
р·ешен1ие ,экстре1маль.ной задач.и 5.1 ц~есообраЗdf.о 
начинать с исследования следующей задачи математиче· 
ского програ,м·мирования: 

1. fJ(et)=V1(~j, t(et))~b; (i=l, 2, ... , т); 
2. /о(а) = V(i(et)) ~max. 

В частности, любое решение ~.системы f;(et) =Ь; 
(j = 1, ... , т) nорождает ре·шение зЗtдачи - поверхность ,,,, 
х (а). Таким образом, решением задачи "J!рысона 

V1 (бn, Х) ~С, 
V(t) .--+max 

является фигура dбn, где et ·находи1'ся из условия равен­

ства V1 (бм t) =с, т. е. -; c/V (3п). 

1 Более тщате_:~ы1ый _анализ позволяет снять условие (2), заменив 
( 1) Т-равенством х и х (а) . . 
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Приведем еще один пример. Среди фигу;р, Лежащих 
в некотором симплексе Р) где µ (Р), например, есть 

и имеющих заданную интегральную ширину, найти фи­
гуру· наибольшего объема. Повторяя рассуждение пунк-
та 3°, вщщим, что ~решение имеет ,вид aP#~a!l. . 

6°. Задача Бибербаха. Особенность выпуклых изо­
периметрических задаЧ .в том, что ·~решения подобных 

. - .,,,_,, -
задач лорож1дают н-е,равен;ства !В.Ида <p(t, a)~q;(t, а) для 
всех te:~n, rде q> соответствующая фун~кция Лагра!Нжа. 
Здесь будет рассмоrr.рен способ применения этой .о·со­
бенности на следующей (обобщеноой) задаче Бибербаха: 
среди фиrур :r та.К~Их, что d(t) ~d(t), .найт.и ф.игуру, мак­
оомизирующую объем V т, Jt(I, :r, SВ), где 11, ... , ln-m, S8 
заданные выпуклые тела. Эта задача поучительна также 
и .в слеtn,ующем отношеILИи: хотя фуикll!ионал d не диф­
ференцируем no Гато, техника полуqени~Я уравнений 
Эйлера - Лагранжа аналогична развитой выше. 

Заметнм, что опорное множество сублине.йного функ­
ционала d есть ·выпуклая оболочка компакта {e~+e-z: zE 
e:Zn}. Так:и·м образюм (см., напри.мер, (50]), 

, р 

d 1 (g) = max {g (z) + g (- z)], 
1zEUt 

где И i = t z Е Zn : i (z) + i ( - z) = d ( i)} . 
Функция Лагранжа этой задачи имеет вид: 

m-k-1 1 

<р ( х' а) = п v m~k-k (~ ) %, S8) v:.kk (~ ' % ' ~) -1-
+ а ( d ( i) - d ( r ) ) . 

Положим, как обычно, ~( · )=rp( ·, ~). Тогда а найдется , , 
из условия 'Фх- (t) = О, а условие ('Ф~ (g) <О для всех 

g Е sвп.r) приведет к соотношению, эквивалентному ус_: 
.ловию достижения максиму~ма функцией 'Ф в точке :r. 
Таки~м образом, тело х являеr~ся решением за1даrчи Б·И.бер­
баха .в том и только 1.В том случае, если 1выпол.не·ны э.кви-, _ __, --
валентные условия 'Фr (g) ~О (g е ~п. i) и rp (t, а)~<р (t, а) 
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для :re:~n· В развернуто.м виде эти условия приводят к 
следующему утверждению: 

Теорем а 6.1. Следующие условия эквивалентны: 

( 1) ! является решением задачи Бибербаха; 
(2) для всякого re::~n u;.teeт место неравенство 

Vm, R (~, :r, е) dm-k (t) - v т, k (Ш, r, е) dm-h (r) ~О; 

(3) для вся·кой функции g из конуса допустимых на­
правлений ~n.t имеет место неравенство 

max Ь ( х-, и) f gdµm,k (@С, Т, ~) ~ 
ие.V- · z· 

Х 'n 

< max Ь (g, и) J xdµm,k (~, ! , е ). 
UEVX Zn 

С л ед ст в и е 1. Пусть тела х, ~1 , ••• , Шп-т, е цент­
рально-симметричны и µm,k (~ , х, е) ( Zп '-,Их) = О, тогда 
1 решение задачи Бибербаха. 

До к а за тел ь ст в о. В этом с.пучае мера µm, k (Ш, !, 
~)-си1мметрична (т. е. µт.л(е)=µm,А(-е) для .пюбого 
борелевскоrо множе·ства ecZn), так что 

.f gdµm,k (Ш, !, е) = ; J Ь (g, · )dµm,k (Ш, х, е) = 
Zn Zn 

= -} S Ь (g, -) dµm,k (Ш , %, е) ~ 
и­

х 

< ; max Ь (g, и)· µm,k (~ , ! , е) (Их). 
ue.U­

X 

Следовательно, 

max Ь (i, и)- f gdµm,k (ш, х, е) < 
ue.U- i :r п 

~ } d ( $) max Ь (g, и) · µт, k (Ш , t, е) ( U х) = 
uEV­

X 

= max Ь (g, и)- ; J Ь (!, ·) dµm,k (~ , х, е) = 
ue.u- -u-

r х 

= max Ь (g, и)· \ х dµm,k (~ , х, 03 ), 
ue.V- z' :r 'n 

что и требовалось доказать. 
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С дед ст в и е 2. Пусть ~1, ••• , ~n-m, f8 центрально­
симметричные вьtnуклые поверхности. Для каждой вы­
пуклой поверхности r имеет место неравенство 

7°. Учет ограничений типа включения (случай плоско­
сти). В пуНJкте 2° упоминалось ограничение вида - «ис­
комая фигура лежит в многограннике». Пр.и формули­
ровке соответствующей задачи математического програм­
мирования это условие было заменено конечным числом 

" " линеиных ограничении в пространстве выпуклых мно-

.же·ств. Непосредс'Г'венный перенос этого приема на с.~~у­
чай произвольной фигуры приводит к задаче с контину­
умом ·ограничений. Удобнее, однако, трактовать подобное 
ограничение как операторное ограничение из С(Zн) в 
С (Zn). Для упрощения изложения рассмотрим технику 
получения кр·итериев оптимальнос-ги для плоских задач, 

а в следующем пункте укажем характер (достаточно 
рут.ин.ный) изменения этой тех~ни.КJи при лереходе в прост­
рансТ1ва б.ольш1их р·аз.мерностей. ·Помимо этого, в модель­
ных задачах :будет рассма:три·ваться, ,ка·к n·равило, л~ишь 
од.но юграничение общего .вида, т. е. на смешанный объе.м, 
та·к как ~лу1чай многих огра.нич-ений может быть разоб­
ран JВ соотrветст.ни.и с nун:кт1аМiИ 1°-4°. 

Задача 7.1 (Внутренняя изопериметрическая задача). 
Среди фигур, лежащих в фиксированном те_ле t 0 и имею-

щих заданный периметр, най-ги фигуру :t наибо.пьшей 
п.пощади. Эквивалентная задача программирования ста­
вится следующим образом: найти tE [[\2 ] из условий 

1. re::5D2; 

4. V·v (i).V V (t) дос-гигает максимума (здесь множи-
1 

тель 2 добавлен для удобства). 

В соответствии с общей теорией выпук.пого програм­
мирования, функция Лагранжа этой задачи определена 
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, , 
на множестве ~1 Х R+ Х .С+ (Z1) (где С+ (Z2) = {µ, е 
Е C'(Z2): µ,>О)) и имеет вид: 

" 
q> { .t, а,µ) = VV (r) V V ( i) .+ а (V ( i, 3 1) -

- v ( t ' з 2)) + ~ µ { t о - х ) • .. ' 

Конус Положительных функций в С (Z2) телесен, rак 
что для задачи 7.1. справедл:цва теорема Куна -Таккера 
( [ 4 7, 146]'). У слов.не СJiейтера (в случае су~ст.вовання 

допустимого решения) выполнено. Поэтому :r является 
. u ' 

решением этои задачи в том и только в том случае, если 

найдутся число а и мера µ таюие, что выполняются ус­
ловия 

- - - , 
(1) µ(t0-t) ~µ(t0-t) для всех µ Е·С+ (Z2) 

(условие дополняющей неже.сrrкости); 

· (2) фу~н:КlljИЯ _~ф ( ·) =~q:> ( ·, а, µ) ДОСТИtГает ;На ~2 мак­
симума в точке :r. 

Заменяя втQрое условие на дифференциальное, име-
ем 

(7.1) 

Из пункта 3° следует~ tто µ(t)=ii+aµ{З2). Так как мера 
µ неотрицательна и инвариантна относительно сдвигов, 
то для некоторого компакrа :r имеем µ=µ(:r). т.аким об­
ра~ам, раскрывая условие (7.1), получаем следующую 
·теорему. 

Теор е .м а 7.1. Допустимое тело х является реше­
нием внутренней изопериметрftческоu задачи в том и 
только в том случае, если найдутся критическая 

фигура :r и число а;;э=О такие'} что .... 

-
-

(1) "i = х + а~2; 
т 

(2) :r ( z) = t 0 ( z) для всех ze::s (t). 

Пример 7.1. Пусть t 0 есть сегмент радиуса R и вы­
соты h. Тогда критическая фигура t" имеет вид сегмента 

радиуса R-a 1JI высоты h-a (рис. 1). Параметр -а 
определяется, очевидно, через условие на периметр ре-
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шения. Заметим, что носитель 
t состоит 111з век.то.ров, . "1ежа­
щях в уг.л:е АОВ, и вектора и. 

Задача 7.2. (Внешняя изо­
периметрическая задача). С·ре­
ди фигур, содержащих фикси­
рованную фи гуру r0 и имеющих 
заданный периметр, найти 

фигуру t наибольшей пло-
щади. 

о 

Рис. 1. 

Эквивалентная задача математического 
рования: найти tE [~2 ]! из условий: 

программи-

1. J'E~2; 
1 1 

2. - 2 t < - 2 Хо; 

-3. V (t, ~2) ~ V (t-, З2); 

4. V V (t) l'V (t) достигает ·Максимума. 
Аналогично предыдущему елучаю пр.иходим к следую-
щей тоореме. -

Теор е м а 7.2. Допустимое тело t является реше­
нием внешней изопериметрической задачи в том и толь­
ко в т_о.м случае, если найдутся критическая фигура t и 

чис.(!О а~О такие, что 

( 1) х -+- t ~ а 8 2; 
т 

(2) V (i) + V (t, t) =а V (i, З2); 

(3) t (z) =t0 (z) для всех zes (t). 

П рuмер 7.2. Пусть to - рав.носторонний треугольник, 

тогда вид искомой фигуры t изображен на рис. 2. 
Фигхра х - это t 0 с «приделанными» -сег.м:ентами ра­

диу~_а а с центрам.и 0 1, g2, 0 3• Фигура t есть дополне­

ние t до круга радиуса а, т. е. фигура с поверхностной 
функцией!.. равной следу меры Лебега на допол.нение 
носителя t (на заштр.ихованную зону на рис. 2). 

Задача 7.3. Найти центрально-симметричную фигу­
ру наибольшей площади, содержащуюся в данной фи­
гуре t 0• 
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Для решения этой за· 
дачи следует црименить 

общую техннку, развптую 
выше. Единственная тон-
кость описание поляры 

конуса симметричных 

фигур. 
Предложение 7.1. 

v (r, а)~(~, ~) для лю­
бой центрально-симмет­
ричной выпуклой фигуры 
~ в том и только в том 

случае, если сuлtметри-

Рис. 2. зация М инковского ~s Т­
входит в симметризацию 
Минковского r 8

• 

До к аз ат ель ст в о. За1метим, что 

J-} (f (х) -·/- f (- х)) dµ = S f dµs, 
Z2 Zя 

1 
где µs (е) = 2 [µ (е) -1- µ (- е)] для любого борелевского 

множества ecZ2. 
Таким образом, замечая, что µ 8 (:t) = µ (t8

), получ1им, 
что V (t8

, ~о)~ V (~8 , ~о) для всякой ·Выпуклой поверхно­
сти аое:~О2. Теперь требуемое непосредственно следует 
из предложения 2.3. 

Учитывая предложение 7.1, по~11учим следую1ций 
признак оптимальности. _ 

Теор е 1м а 7.3. Допустимое тело r является решени­
ем задачи 7.3 в том и только в том случае, если най­
дется критическая фигура r такая, что 

(l)!=xs; 
т 

(2) r (z) =fo (z) для всех zes (!). 

На р1ис. 3 для случая сегмента указано решение и 
форма критической фигуры 
(для удобства заштрихова;на 
«половина» критической фигу­
ры -тело t/2). 

Задача 7.4. (Внутренняя 
изопериметрическая задача в 
классе центрально-симметрич- Рис. з. 
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ных фигур). Среди центрально-симметричных фигур, ле" 
жащих в данной фигуре ro и имеющих заданный пери· 
:...~стр, найти фпгуру на11бо.пьшеl1 п.nощадп. 

Критерий 011тимаj1ы1ости длн этой задачи получается 
путем комбинации приемов, применяемых при решении 

задач 7.1 и 7.3. _ 
Теорем а 7.4. Допустимое тело :r является решением 

задачи 7.4 в том и только в том случае, если найдутся -
критическая фигура :r и число а~О такие, что 

(l) х = is + а32; 
т 

(2) а (z) =!o(z) для всех zes (t). 

Эта теорема показывает, что построение решения 
такой задачи состоит в сочетании приемов, применяемых 
для задач 7.1 и 7.2. 

Пример 7.3. Пусть :ro треугольник. Для решения зада­
чи 7.4 с эт.им :r0 следует взять критическую фигуру зада­
чи 7.1 и построить в ней симметричное тело '\1аксималь­
ной площади. Критичес,каи 
фигура для этой задачи име­
ет вид, указанный на рис. 4. 

Задача 7.5. (Изоперимет­
рическая задача «с зоной»). 
Среди фигур заданного пери­
метра и таких, что х ( z) ~ 
~to(z) для ze:ScZ2, где S 
некоторый (!1-"1я удобств~) /_ /А 
симметричныи компакт, наи~ /llllд. 
ти фигуру наибольшей пло-
щади. t _ 

В этом случае «зонное» Рис. 4. 
ограничение следует расс!t{ат-

ривать, как операторное ограничение из С (Z2) в С (S). 
Метод анализа не меняется. 

Теорем а 7.5. Допустимое тело r является решени­
ем поставленной задачи в том и только в том случае, 

если найдутся критическая фигура ! и число а~ о та-
кие" что 

(1) х = х а,32; 
т 

(2) s (:r) cS; 
-

(3) :r (z) =Хо (z) для всех ze=s (!). 

213 



Пример 7.5. На рис. 5 в качестве х0 взят отрезок 
[а, Ь ] 1

, «зона» S зашТ~рнхована и зачерчена критическая 
фигура. · 

8°." Учет. ограничений типа включе~ия (многомерный 
случаи). Из пункта· 1° видно, что ~ля общей изоперимет­
рической задачи, т. е. экстремальной задачи, в которой 
ограничения и целевая функция задаются смешанными 

объемами, можн::t. как 
правило, получить .пишь 

необходимые условия эк­
стремума. Как уже отме­
чалось, «изопифанная» 
задача, как прикято гово­

рить, «Вы;пукла не в ту 

сторону», т. е. сводится к 

задаче мак.симизации вы-

Рис. 5. пуклой функции на выпук-
лом множестве. В полной 

мере методы, изложенные в предыдущем пу.нкте, перено­

сятся на случай выпуклых изопериметрических задач. Та· 
IGI,м образом, аналогом .внешней изопериметр.ической за­
дачи, на(fl!ример, будет не внешняя «изопифанная» задача, 
а ·внешняя задача Урысона, т. е. задача максимизации 
объем.а при за,цанной июrегральной шutр.ине. Напомним) 
что !На плоскост,и пер1иметр и интеграл;ьная ширина суть 
пропорциональные функ1IJионалы .. 

Второе отличие плоскости от пространств больших 
u u 

размерностеи состоит rв том, что лишь на. неи совпадают 

сум.мы Бляшке и Минковского. При этом; в. приведенн~х 
выше признаках, как видно, речь идет о функциональ­
ных, двойственных условиях, · в частности, о суммах 
Бляшке. Это означает, что при переформулир.овке плос-

. u 

к~их критерие.в о-птимальности на случаи .~многомерных 

пространств суммы Минковскоrо .следует заменить сум­
мами Бляшке. Например, .при поиске центрально-сим.мет­
.р·ичной фигу.ры в соо1iВетствующем приз.паке 1ВознИ1Кает 
не симметризация Мннковского, а си.м·метризация Бляшке. 

Третья особенность случая пространств размерности 
n>Q заключается 1В наличии .вырожденных, неотрutца­
тельных, инварианmых -относительно сдв·игов .мер, ко.то­

рые следует трактовать как поверхностные функции не­
которых выпуклых фигур. Это приводит к тому, что в 
признаке оптимально·сти фигурирует, как правило, не 
кр.и'ГИческая фигура, а критическая мера. 

214 



И ,наконец, [1,О1СЛед1Нее СВОЙСТВО, ко·rорое та.к.же было 
расомотрено выше, это несводимость отношения Т -пред­
шествования к Т-вхожден.ию при n>2. 

Подводя итоr, можно сказать, что д:в·ой,ственное ис­
·следование многомерных задач поставленного типа со­

держит, по-существу, лишь одну единую особенность -
аппарат опорных функций заменяется аппаратом поверх­
ностных функций. 

Пример 8.1. (Внешняя задача Урысона). Среди тел, 
содержащих х0 и имеющих заданную интегральную ши-
рину, найти тело r максимального объема. Для этой 

" " задачи критерии оптимальности состоит в следующем. 
4 Допустимое ·тело -:t является решением внешней 

задачи· У рысона в том и только в том случае, если 
найдутся критическая неотрицательная мера µ и число 
а~О такие, что · 

(1) аµ (3п) > µ(Т) + µ; 
Rn 

(2) V ~!) + ~ .\ idµ = _aV1 (~"' i); 
Zn . 

(3) r(z) =r0 (z) для всех zes(µ), 

(где s (µ) -носитель меры µ). 
Рассмотрим, например, случай to=3n.-t· Искомым 

тело.м здесь является некоторая шаровая линза (т. е. 
пересечение д~вух шаров одного радиуса), а критиче­
~кой мерой - след поверхностной функции шара радиу-

са a11<n-t > на дополнение носителя этой линзы. Если 
r0=з1 и n= 3, то из полученного представления следу­
ет, что решение лежит в кл ас-се так называемых вере­

тенообразных поверхностей вращения постоянной кри­
визны [ 15]1. 

В заключение отметим, что ком16ина·ция приемов, 
приведенных в последних пунктах, позволяет нахо­

дuть решения широкого класса задач. Пр.и этом целе­
сообразно использовать известные приемы геометр.ни и 
математического программи.р·ования наряду с р~звитой 
нами техникой. Проиллюстрируем это последнее поло­
жение достаточно типичным примером. 

Пример 8.2. При заданных толщине Л и интегральной 
ширине выпуклой поверхности .максимизировать ее 
объем. Эта задача по постановке «выпукла не в ту 
сторону». Однако пр.именение симметризации Минков-
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ского показывает, что ре~µение лежит в классе цент­

рально-симметричных фигур (см. пункт 0°). Следова­
тельно, задачу можно переформулировать следующим 
образом: найти re::Шn при ус.п:овиях: 

1 
(1) ;r ;;=: 2 Л &п; 

(2) r(zo)+r(-z0)~Л (где z0 , фиксированный эле-
мент Zn); 

(3) V1(&n, X)~V1(&n, r);. 
п-1 1 

( 4) V п (!) vп ( r) достигает максимума. 
Д.пя последней задачи, являющейся задачей выпук­

лого програм:мирования, не выпоо11нено ус.повие С.пейтера: 
Однако развитые выше приемы позволяют получйть 
достаточный признак оптимальности, отличающийся от 
необходимого .лишь в случае, если «безусловная» теоре­
м а Куна -Таккера н_е является «услав.ной». 

Допустимое тело r является решением поставленной 
задачи, если указаны критическая неотрицательная ме-

ра µ и числа а; ~~О такие.. что 

(1) µ (х) -i- µ~аµ (а п) -: ~ (8z0 -+- В-20); 

+ :i ~ [r (zo) + х (- z0 )J; 

(3) х (z) = 1 Л для всех z s (µ). 

Таким образом, фигур_а вида <Хаn#~&п-1, имеющая 
заданные интегральную 111ирину и толщину, является 

решением поставленной задачи. В частности, пр.И n=3 
решение поставленной задачи с.ледует искать в классе 
так ·назы~ваемых сырообраз:ных поверхностей вра1цен,ия 
пост.оянной кр.и&изны [ I.5]. 

9°. Некоторые лриложения к линейному програм­
мированию. Развитые выше методы позволяют в ряде 
случаев выделить описываемую конечным числом пара­

метров область фигур, «Подозрительных на экстремум» . 
. Представляет, в связи с этим, интерес рассмотрение 
нзопериметрической задачи, в которой условие ХЕ~п за-
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менено условием: принадлежности искомой фигуры неко­
торому конечному конусу в пространстве выпуклых мно­

жеств. Отметим, что сюда относится, например, плоская 
изопериметрическая задача. Эта замена становится тем 
более интересной, что в приложениях встречаются воп­
росы, сводящиеся при соответствующей интерпретации 1{ 

задачам такого вида. Ограничимся .пишь некоторыми из 
задач оптимального размещения фигур. Приведем не­
ско'лько простейших примеров таких задач. 

(а) Вписать (слово «вписать» здесь и ниже означает 
только макси,мизацию коэффициента растя>!<ения) в мно­
гогранник, заданный пересечением полупространств, фи­
гуру, гомотетичную данной. 

(б) Найти центр многогранника) т. е. такую его точ-
" ку, для которои достигается максимум минимального 

расстояния до граней. 

(в) Вписать в многогранник два тела, гомотетичных 
данным) разде.пен.ным гиперпл.оскостью с заданной нор­
малью так, чтобы максимизировалась, например, сумма 
интегральных ширин вписанных тел. 

(г) О.писать вокруг шара многогранник с граня.ми, 
имеющими данные нормали. 

Для удобства будем различать два тина задач на 
размещение. К нерв.ому типу отнесем задачи, в кото-рых 
не фигурируют условия выбора гиперплоскости из се­
мейства параллельных гиперплоскостей (например, за­
дачи (а), (б)); ко второму типу- задачи, в которых 
присут-ствуют условия такого рода (задачи (г), (д)). 

Отметим, что факт вхождения многогранника .Р в 
многогранник Q, заданный пересечением полупрост-

s 
ранств: Q = П \х Е Rп: (х, Yi)~ci), может быть аналити-

i=t 
чески записан двумя способами: все вершины многогран­
ника Р л·ежат в Q; опорное расстояние Р в направдении 
Yi не бо.пьше Ct (i= 1, 2, ... ) s). Второй способ с вычис­
лительной точки зрения в большинстве случаев п.ред­
ставляется бол·ее удобным. Это и положено в основу дан­
ного пункта. 

Примем следующие обозначения: 

Н-; (У) = {х Е Rn : (у, х) <с}; 
Нс (у) = {х Е Rn : (у, х) = с}; 

H"d (у) -=-= {х ин: (у, х) ~с}; (се R, у е Rr:). 
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1?.стречающаяся и.иже фр,аЭа «пусть задана :sыпуклая 
фигура xe:mn» подразумевает ·сущест.вова.ние эффе·ктивной 
процедуры определения значения опорной функции х (у) 
для каждого фиксированного ye.Rn. Посдедняя задача 
есть задача максимизации линейной формы на выпуклом 
компакте, т. е. либо являетr:я задачей линейного прог­
раммирования, либо может быть с любой точностью ап­
проксимирована такой задачей. :напомним некоторые 
случаи, когда опорная функция вычисляется явно: · 

( 1) опорна·я функция точки х есть у-+ (у, х); 
(2) опорная функция шара {х: ~lls ~ 1} есть (в силу 

дуализма опорных и калибровочных функций) отображе­
ние у~ //Y~so; 

(3) опорная функция внешнего в·параллельного мно· 
Ж'ества А~ (по шару S) к множеству А, т. е. множество 
точек, отстоящих от А в метрике, порожденной S, не да·· 

. лее, чем' на в>О, есть Аг (·)=А ( ·) +вS ( ·). 
Фраза «пусть заданы. фигуры х 1, •.• , rme:mn и линей-

-ный по Минковскому функционал g» означает, что из­
вестны числа g(Xi) (i=l, 2, ... , m). Символом Со(·, 
... , ·) будем обозначать коническую оболочку перечис­
ленных. множеств в пространстве [i\.]. 

Рассмотрим следующую пару экстремальных задач. 
Заданы: тела t1, ••• , tmEmn, векторы Ь, у 1 , ••• ·, ype.Rn, 
линейный по М·инковскому функционал µ. 

Задача 9.1. Найт.и фигуру remп из условий: 
1. t Е1Со ( t 1, • . • , t т) ; 

2. s.C Ньj (Yi) (j = 1, 2, ... , р); 

3. µ (t) достигает максимума. 

?адача 9.' а. Найти вектор ze:RP из условий: 
1. Z;~O (j= 1, 2, ... , р); 

р 

2. нt(! ·) (y)П:tl=F 0 (i = 1, 2, ... , m); у=~ Zjy/; 
f. 1=l 

3. v (z) = (Ь, z) достигает максиму.ма. 

3 а м е чан и е. Задача 9.1 является частным случаем 
полностью линейной изопериметрической задачи (типа 
3.1), облегченно~ условием 1. 

Пр ·е дл ожени е 9.1. Пара задач (9.1, 9.1 а) экви" 
валентна некоторой паре двойственных задач линейного 
программирования. 
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До к аз а~ ·е.л ь ic т в о. Для просто.ты будем -считать, 
что элементы х 1 , ••• , rm линейно независя.мы как точ1ки 

про-странства [i\n]'. Отождествим каждый вектор х Е: R+. 
. т 

с той фиг.)71рой re:Co(r 1, ••• , tm), для которой х = i~·XtXi· 
1ПОООЖИ1М ai;=:tt (у;); с,=.µ (t,) (i= l, 2, ~ .. ) т; j= 
= 1, 2, ... , р) и составим пару линейных программ: 
А. Найти xERm такой, что В. Найти zERP такой, что 
1. Xt~O (i=l,2, ... ,m)~ 1. zi>O (j=l,2, ... ,p); 

т р 

2. ~ aiJxt<b1(j=l,2, ... , р); 2. ~ alJz1>ct (i;=l, 2, ... , m); 
l==I ~ /=1 

• т • 

'3" р. (х) = ~ CtXt~mэx. 
l=l 

р 

3. v (z) = ~ b1z1 ~min. 1-1 
~ 

Замети,м, прежде всего, что для любых ~Ei\n, ue;Rn 
и ce;R спра:ведливы соотношения 

з С H;-(u) #3 (и) ~с; 

З ПНl(и)=f:0#З(и)>с. 
Привлекая теорему ~инковского - Фенхеля, получим 

т т 

~ alJxl = ~ .x/t t (у1) = f (у1) (j = 1, 2, ... , р); 
l=I l=l 

± ацz1 == ±z1r1 (yi) = r; ('.f z1y1) = х i (у) (i=l, 2, ... , т). 
J=I /=1 /=1 

Таким образом, установлены эквивалентности: 
т 

~ at1Xt < Ь1 # r С Н ь1 (у1) (j = 1, 2, ••• , р); 
.t=I , . 

р 

~1 atJYJ > Ct # f tПHt(~ t) (у)~ 0 (i = 1, 2, •.. , m). 

Предложение доказано. 

п о q 
ереидем к задачам второго типа. Пусть Q=ПНь(у1)­

i=-1 l 
М'Ноrогранни:к. Текущим многогранником Qu, поро~ден-
ным Q, назовем любой непустой элемент семейства 

{Qu = n н;._иl (yi)} q • 
l-=1 " иеR 

219 



Фраза «найти текущ)ий многогранник Qи» ·будет ·означать 
«опр·еделить вектор и». · 

Поставим пару ЭКiстремао11ьных задач, приведенных не 
в рафинированной, а в удобной д.пя приложения форме. 

Заданы ф.игуры х~ ~п (i= 1, 2, ... , m(t); t= 1, 2, ... 
. . . , s), векторы y~-E.Rn (j= 1, 2, ... , р (t)) ;z~ ERn (k = 
= 1, 2, ... , l (t)); bteRp(t); ct, dteRl(t>; ее::.Rв (t= l, 2, ... 
. . . , s), линейные по Минковскому функционалы g' (t= 
= 1, 2, ... , s). По.лежим 

Kt =Со ( rf,. ·., r fпсо); 

Vt = rl> Hi (у;); Qt = 
1(1 Hi (zft). 

/=1 bf k=l Ck 

Задача 9.2. Найти ф1и1гу1ры rte:~n и текущие мног.о­

гранники Q~t так~ие, что 

l. :rteKt (t=1, 2, ... , s); 

2. xtcvt n Q~t; (dt, ut)<et(t=l,2, ... ,s); 
. s 

3. µ(х1, ... , r 5) = ~ gt ( 1 t) достигает :максимума. 
t=l 

Задача 9.2а. Найти векторы cpt eRp(t); ..pt e::.R10 >; veRв 
(t= l, 2,. :~, s) такие, что 
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l. <р~ >о (j = 1, 2, ... 'р (t)); 

'Ф~ > о ( q = l, 2, . . . ' l (t)); 

Vt >О 

2. х~ n н~ ( х ~) ( <pt 

( t = l, 2, ... , s); 

'Фt) + 0 ( i = l, 2~ ... ' т ( t)); 

J(t) 

1J't=~ 'P~Z~ (t=l,2, ..• ,s); 
q=l 

(q = l, .... , l (t); t= l, 2, ... , s); 
s 

3. v (<pl, ••• 'cps; Ч'\ ... f 'Фs; v) = ~ [(cpt, bt)+ 
t=l 

·+ ('Фt, ct)] + (е, v) достигает минимума. 

Аналогично предложению 9.1 устанавливается 



Пред л ·Ожени е 9.2. Пара задач (9.2, 9.2а) экви­
валентна некоторой паре двойственных задач линейного 
программирования. 

Приведем примеры задач, ук.падывающихся в пред­
.поженные схемы. 

l. Вписать в многогранник, заданный пересечением 
полупространств, фигуру, гомотетичную . фигуре Т. 

п 

В это:v~ случае ·в задаче 9.1 t 1=T; t 1+3=ej; х 2+п=-~ ei 
i=l 

(j= l, ... , п). (Как обычно, е 1 , ••• , en - канонический 
базИ·С Rn.) Максимизируется коэ·ффициент ра1стяжении 
тела Т. 

2. С помощью сдвигов расположить фиксированное 
тело Т внутр.и многогранной поверхности V так, чтобы 
достигла максиму:v~а веJ1ичина / 

µ,(Те + z) == min \\у - x\\s. 
XEV;yETe+z 

п 

В это:v~ случае в первой схеме r1=T; r2=S;t 3 ===-~ei; 
i=l 

r3+i=ej (j=l, ... ) п). Лt\.аксимизируется коэффициент Х2. 
Задача нахождения центра многогранника есть, очевид­
но, частный случай этой задачи при Т=О. 

3. Пусть на п.поскости задана решетка размером: 
mXp, образ·ованная двумя семействами прямых, выпук­
"1ый многогранник V и выпуклые фигуры Ai; (i= l, 2, 
... , т; j= l, 2, ... , р). Считаем, что образующие решет­
ку нря•:v~ые могут перемещаться парад.пе.пьно себе в п1ре-

" u 
делах, олределяе:v~ых системои л инеиных неравенств на 

величины перемещений. Требуется вписать тело AiJ в 
клетку решеТ~ки с номером (i, j), а по"11ученную фигуру 
при помощи гомотетии расположить в многограннике V 
так, чтобы минимизировать сумму коэффициентов растя­
жений. Эта задача точно ук.падывается во вторую схему 
(здесь текущими многогранни.ками являются клетки ре~ 
шетки). 

4. Заданы те.па А 1, ••• , Ат и гиперплоскости Н 1, 

... , Нт. Требуется найти максимальную гомотетию дан­
ног.о тела такую, чтобы гиперплоскость, параллельная 
Hi, отделяла от множества Ai образ данног,о тела при 

... 
этои гомотетии. 

в заключение сделаем несколько замечаний. 
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3 а меч ан и е 1. ·Наложение линейных ограничений 
т 

1на коэффициенты в П;ре~.ста·влен.и·и i = ~ Х;, r ;, не меняет 
i-=l 

линейно-программного характера задач 9.1 и 9.2. 
3 а меч ан и е 2. Двойственные задачи 9.1 а, 9.2а по~ 

казывают, что условие nересечения тела с заданным 

полупростран-ством (~возможно, текущим) сводится к 
ли·нейному нер.авенс1'ву. Следовательно, в приведенные 
задачи можно вводить требование ка.саиия вписанного 
тела фиксированных граней многогранника и аналогич­
ные условия. 

3 а меч а н и е 3. Условие принадлежности иско·мого 
тела кону-су позволяет в ряде случаев упростить вычис­

ление опорuых функций. Так, в задаче вписывания ци· 
линдра с основанием .Т и заданным направлением обра­
зующей можно положить r1 = Т и в юачестве r2 взять 
некоторый отnезок образующей. 

3 а ,м е ч а н и е 4. Существует обширный набор задач, 
которые аппроксимируются задачами приведенных типов. 

3 а меч ан и е 5. Линейно-программный характер 
приведенных задач не изменится при доба1влении любых 
опраmtчений ви~а g(r) ~с, где ge=C'(Zn), ce·R . 
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ПРИЯОЖЕНИЕ 1 

эnЕМЕНТЫ ТЕОРИИ УПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ 

в этом приложении приводятся определения и форму­
л.ировки результатов из теории упорядоченных прост­

ранств~ используемые в этой книге" Детальное изложе­
ние в [ 41, 56, 77] . 

1°. Структуры и буJiевы алгебры. Рассмотрим упоря­
доченное множество Х. Пусть У - неnустое подмножест­
во Х. Элемент х называется супремумом (верхней гранью, 
точной верхней границей) множества У, если (1) х~у 
для любого уе.У; (~) есл.и z~y для любого уе:У,тоz;э:. 
~х. Двой1сmенным образом определяется и.нфиму.м мно-· 
жества У. 

Множество Х называется структурой (решеткой), ес­
ли любые два элемента х, уе:Х имеют супре:м:ум xVy и 
1Ннфи.мум х Лу. Структура называется полной ( соответ­
стrвенно, условно полн.ой), есл~И любое (сооmетственно, 
люб()е ограниченное) непустое множество У ~Имеет суп­
ремум sup У и инфимум inf У. Если в данных определе­
ниях ограничиться требованием существования только 
су111рем~ума, то получившиеся объекты называются со:от" 
ветственно верхней оолуструкту.рой, верхней пoJDIOffi 
полуструктурой и верхней условно полной полуструкту-
рой. Двойственным образом: определяется нижняя (пол­
ная, условно полная) полуструктура. Заметим, что пол­
ная структура имеет наибольший ~И наименьший эле­
менты. 

Пусть Х - дистр~ибуТrИ1В1Ная стру.ктура, имеющая наи­
больший элемешrг +оо ·и па.нменьший элемент -оо. Эта 
·Структура называется булевой алгеброй, если каждый 
эле·м·ент хе.Х нмеет дополнение х' е:Х. (Последнее озна.:: 
чает, что xVx'= +оо, хЛ.х'=-оо.) Булева алгебра на­
зыва·екя ПОЛНОЙ, 0СЛ1И она ЯВЛЯе!СЯ ПОЛНОЙ ·стру•КТуrрОЙ. 

В теории булевых алгебр важную роль играет теоре-
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ма Стоуна о nредставлениiи булевой алгебры с помощью 
совокупности открыто~за'мкнутых (т. е: одновременно 
оп~рытых и замкнутых). подм.ножеств некоторого впол­
не несвязного компакта. Напомни·м, что топологическое 
пространство называется вполне несвязным, если его 

открыто-замкнутые подмножества образуют базис 
" окрестностеи. 

Теор е м а Ст о у н а. Всякая булева алгебра А изо­
морфна упорядоченной по включению совокупности от­
крыто-замкнутых подмножеств некоторого вполне несвяз-
ного компакта Q. . 

Компакт Q, о котором идет речь в теореме, называ· 
ется стоуновским компактом алгебры А. 

Булева алгебра полна в том и только в том случае, 
если ее стоу!Jовский компакт Q экстремален (т. е. замы­
кание каждого открытого в Q .множества открыто). 

2°. К-линеалы и К-пространства. Множество Х ( содер­
жащее бо.пее одного элемента) называется К-линеалом 
(векторной решеткой), если оно является одновременно 
векторным пространством и структурой, причем алгебра· 
ические операции и отношение порядка согласованы меж­

ду собой следующим образом: 
(а) если х;;з:.у, то x+z;;::.y+z для любого zEX; 
(б) если х;;з:.у, то Лх~Лу для любого положительно­

го л. 

ПространсТ~во, :в кюто~ром ~введено от,ношение ПQрядка, 
.Удовлетворяющее (а) ·и {б) (и не являющееся, вообще 
r·оворя, структурой), назы1вает.ся (.п.олу) упорядоченным 
векторным пространством. Таким образом, каждый К­
линеал является упорядоченным векторным пространст­

вом. Множество К= {хЕХ:х;;з:.О}, где Х -упорядоченное 
пространство, является конусом, причем К n (-K)={OJ. 
Такие конусы называются выступающими. Есл.и в вектор­
ном пространстве Х указан выступающий конус К, то Х 
можно рассматривать как упорядоченное векторное про­

странство, считая, что х;;з:.у, если х-уЕК; при этом сам 
конус К совпадает с множеством положительных эле­

ментов этого пространства. Если конус К не является 
вьгступающи.м, то отноше.ние ~' им индуцируемое, я.в.пя­
ется лишь отношением п~редnоряд·ка ( т. е. ив ~неравенств 
х~у и у~х, вообще го.вор я, ·Не следует, что х= у). 

В К-линеале Х справедлива следующая 
Лемм а о д в ой н о м р а з б и е ни и. Пусть х -

положительный элемент и, с одной стороны, х= y+z, 
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где у, z;;a,O, а; с другой, х=Х1 +х2+ ... +хп, где все хi;;э: 
;;э:о. Каждый элемент Х1 можно представить в виде xi= 
:--Yt+zi, где yi, zi;;э:o (i= 1, 2, ... , п) и, кроме того, и= 
=У1+ .. ·+Yn; z=z1+ ... +zn. 

/(-линеал называется К·пространством, есл,и он яв· 
ляется условно полной структурой. Примером К-прост­
ранства может служить пространство В ( Q) всех ограни­
ченных функций, определенных на множестве Q. (Счита­
ем, что отношение порядка и алгебраические операции 
в В ( Q) введены естественным образом.) Если Q - ком· 
пакт, то пространство С (Q) всех непрерывных на Q 
функций является К-линеалом. Для того, чтобы С ( Q) 
было К-пространством, необходимым и достаточным ус· 
ловием является экстремальность компакта Q. Если про­
странство Х, упорядоченное конусом К, является К-ли· 
неалом (соответственно, К-пространств9м), то конус К 
называется миниэдральным (соответственно, вполне ми­
ниэдральным) . 

К-линеал называется архимедовым, если в нем выпал~ 
нен принцип Архимеда: для любого х>О (эта запись оз­
начает, что х;эо и х=#:.0) множество {пх:п= 1, 2, ... } не· 
ограничено. I(аждый архимедов К·линеал можно допол­
нить до К-пространства. Точнее говоря, ;имеет место сле­
дую.щая 

Теорем а. Для каждого архимедова К-линеала Х 
существует к-пространство х, обладающее следующими 
свойствами: 

( 1) существует алгебраическое и порядковое вложе--ние (инъекция) q>:X ~х, причем ер сохраняет грани (ес-
ли какое-то множество U в Х имело супремум, то 
ер (sup V) = sup ер ( U)); 

л . 

, ( 2) для каждого хеХ выполняется 

x=sup{ye:ep(X) :y~x}=inf{zeep(X) :z~x}. 

л • 

Пространство Х, фигур,ирующее в этой теореме, на· 
зывается К-пополнением К-линеала Х. Из свойства (2) 
вытекает, что К-пополнение определяется однозначно (с 
точностью до а.пгебраического и порядкового изомор­
фпзма). , 

Рассмотрим К-линеал Х. Для хе:Х положим х+= 
=xVO, х-= (-х) VO, lxl =х++х-. Элементы х+, х- и 
J х 1 называются со.отвстстнеппо положительной час1·ыо, 
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отрицательной частью· и модулем элемента х. Замемм, 
что х=х+-х-. 

Векторное подпространство // в К-линеале Х назы­
вается нормальным подпространством Х, если из усло­
вий хе.Н, х;;;:::о, 1у1 ~х следует, что уе.Н. Можно пока­
зать, что нормальные подпространства К-пространства 
суть также К-пространства. 

3°. Сходимость в К-линеалах. В К-линеале Х можно 
ввести различными способами сходимость, порождаемую 
порядком. Рассмотрим три вида сходимости. 

(1). (о)-сходимость. Говорят, что последовательность 
(Xn) элементов и.з Х(о)-сходится к элементу х, ее.пинай­
дутся последовательности (Yn) и (zn) такие, что (Yn) 
возрастает (т. е. Уп+1;;::,Уп), (zn) убывает (т. е. zп;;::.Zn+t) 
п, кроме того, 

Yn~Xn~Zn; sup Yn=inf Zn=X. 

Если Х является К-r1ространством, то удобно ~вести в 
рассмотрение верхний и нижний пределы. Для любой 
пос.riедовательности (xn) положим 

1 im Хп == inf sup Хт· 
п k т~k 

Последовательность (xn) (о)-сходится к х в том и только 

в том случае, если lim Хп = lim Хп == х. {Данное выше оп-
п п 

ределение (о)-сходимости имеет смысл в любой струк­
туре, а нижний и верхний пределы можно ввести в лю­
бой полной структуре.) Заметим, что в К-линеале (о)­
предел перестановочен с алгебраиче<:кими и структурны· 
ми опе·рациями. 

(2). (*)-сходимость. Последовательность (Xn) ( * )­
сходится к элементу х, если из любой подпоследователь· 

пасти (xnt) можно выделить последовательность· (Xntя) та· 
ку10, что (о)· - lim хп. ==Х. Легко проверить, что ( * )-cxo-

k ik 

димость слабее (о)-.сходимости; обратное, вообще говоря, 
неверно. 

(3). (r)-сходимость. Последовательность (xn) (r)­
сходится к элементу х, если существует элемент У.~ О, 
обладающий следующим свойством: по любому е.>0 
найдется номер N такой, что 1 Xn-x[ ~е.у как только 
n~N. При этом элемент у называют регулятором сходи-
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.мости. Если К-линеал Х архимедов, то из (r)-сходимости 
с.псдует (о)-сходимость. 

4°. Нормированные структуры. К-линеал и мновре­
J:\·rснно нормированное пространство Х называют КN-ли­
неалом (нормированной решеткой), если норма в Х мо· 
нотонна (т. е. из неравенства 1 xl ~ (YI следует, что 
llxll·~ llYll). Если, кроме того, пространство Х полно, то 
оно называется КВ-линеалом (банаховой решеткой). От­
:'\1Стим, что КN-линеал архимедов. 

КN-линеа.п Х называется КВ-пространством, если ( 1) 
Х есть К-пространство; (2) для каждой убывающей пос­
~1едовательности (xn) такой, что inf Xn =О, выпо.пняqтся 
соотношение llxnll ~О; (3) если последовательность (хп) 
возрастает 1И неограничсна (по порядку), то llxnll ~ +оо. 

Можно показать, что КВ-пространство полно (т. е. 
является КВ-линеалом). Кроме того, в КВ-пространстве 
сходимость по норме совпадает со (*)-сходимостью. 

При.мерами КВ-пространств могут служить простран· 
ства LP (1 ~р<+оо) всех функций (точнее, классов 
э.квивалентных функций), определенных на некоторо·м 
пространстве с мерой и суммируемых с р·той степенью. 

50. К-линеалы ограниченных элементов. Положитель­
ный э.пемент К-Линеала Х называется единицей и обозна­
чается 1, если х Л 1 >0 для любого х>О. Единица имеется 
не во всяком К-линеа.пе. Если же она существует, то оп­
ределяется нс единственным образом. Элемент х назы­
вается ограниченным (по отно1IIению к единице 1), если 
найдется такое число µ, что lxl ~µ1. К·линеал Х .с еди­
ницей 1 называется К-линеалом ограниченных элемен.­
тов, если каждый его элемент ограничен. Свойство быть 
К-линеалом ограниченных элементов не зависит от вы· 
бора такой единицы. 

В архимедовом К-линеале ограниченных элементов Х 
с единицей 1 вводят стандартным образом норму, пола­
гая для хеХ 

......., 

Еслп 1 и l разные единицы в Х, то соответствующие 
им нормы эквивалентны. Введенная норма обраrцает Х в 
КN-линеал, который называется КN-линеалом ограничен,. 
ных элементов. 

В КN·липсаJiе ограниченных элементов сходимость по 
норме совпадает с (r)·сходимостыо, а ограниченность 
множества по норме эквивалентна его ограниченности по 
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упорядочен.ню. Если х,.уе.Х, х, у?;::О, то lfxVyll=llxD\7 
.Vllyll. . 

Теор ем а Кр е й но в - К а к у та н и. Для всякого 
КN-линеала Х ограниченных элементов существует такой 
компакт Q, что Х алгебраически и порitдково изоморфен 
и изометричен некоторой плотной подструктуре прост­
ранства С ( Q), плотной в С ( Q). При этом ко.м,пакт Q 
определяется единственным (с точностыо до гомеомор­
физма) об разом. 

6°. База 1( ... пространства. Пуст.ь Х- некоторый К-ли­
неал с единицей 1. Элемент ее=Х называется единичным, 
если е Л(t-е) =0. Совокупность U(X) всех единичных 
элементов называется базой Х. Нетрудно проверить, _что 
относительно порядка, индуцированного из Х, база U (Х) 
является булевой алгеброй, причем эта алгебра полна, 
если Х есть К-пространство. 

Можно показать, что для всякой булевой алгебры су­
ществует архимедов К-линеал ограниченных элементов, 
база которого изоморфна этой алгебре. Если Х и У -
это два К-пространства ограниченных элементов, имею­
щие изоморфные ба~ы, то и сами эти пространства_ изо· 
морфны. 

7°. Операторы со значениями в К-пространстве. Пусть 
V- веl{торное пространство, У- некоторое К-простран­
ство. Имеет место 

Теорем а Хан а-Ба на ха - К ан тор о в и ч а. 
Пусть q: V-+ У супераддитивный (q (х+у) ~q (х) +q (.у)) 
и положительно однородный (q(Лх) =Лq(х), Л>О) опера­
тор 1 и оператор Т 1 со значениями в У определен на век" 
торном подпространстве V1 пространства V, аддитивен~ 
однороден и удовлетворяет неравенству T1x~q(x) (хе 
eV1). Тогда найдется аддитивный и. однородный опера­
тор Т: V-+ У, совпадающий на V1 с Т1 и такой, что Тх~ 
·~q(x) для всех xeV. 

Доказательство этой теоремы в существенном совпа­
дает с доказательством теоремы Хана-Банаха. 

В дальнейшем под оператором будем понимать ад­
дитивный и однородный оператор. 

Пусть V- норм.ированное пространство. Говорят, что 
оператор Т: V-+ У имеет абстрактную норму, если образ 
T(S) единичного шара S ограничен, при этом элемент 

1 Такие операторы часто называют суперлинейными. 
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ITl=sup{f Txf :xeS} называет·ся абстрактной нормой 
оператора Т: Можно показать, что оператор с абстракт­
ной нормой (Ьо)-линеен, т. е. из соотношения flxn-xll-+-0 

. (о) 

следует, что Txn ~ Тх. Для широкого класса прост-
ранств (так называемых к+-пространст.в (см. [ 41])) 
верно и обратное утверждение. 

Пусть Х и У суть К-линеалы. Оператор Т: Х 4- У на­
зывается положительным, если Тх~О для х~О; опера· 
тор Т, представимый в виде разности двух положитель­
ных, называется регулярным. Если К-линеалы Х и У 
архимедовы, то регулярный оператор· (r) -непрерывен 

(~ V) 
(т. е. из соотношения Хп~ х следует, что Тхп-+ Ту). 
- Если У является К-простр~пством, то множество всех 

регулярных операторов Т: Х ~У, упорядоченное естест­
венным образом, также является К-пространством. При 
этом для регулярного оператора Т справедливы соотно­
шения (при х~О) 

Т+х~=.,. sup Тх'; 
0<Х' <"Х 

т-- х = - inf Тх'; 
О~х' <"Х 

IТf х = sup (Тх1 - Тх2). 
Х1+Х1=Х 
Xi ~ О.Х2;;:, 0 

Отметим, что любой оператор Т с абстрактной нор­
мой регулярен, его модуль 1 TI также имеет абстрактную 
норму и ITll = IТI· ' 

Пусть Х и У суть КN-линеалы. Тогда для полож.и­
тельного ограниченного (по норме) оператора Т:Х 4- У 
имеем 

l1T/I = sup ff T xJI. 
X>O,/fxff~l 

В заключение приведем теорему о распространении 
положительного аддитивного оператора с мажорирующе­

го множества. Подмножество Z в К-линеале Х называет­
ся мажорирующим, если для любого хеХ найдется ze 
eZ такой, что lxl ~z. Имеет место 

Теорем а К ан тор о в и ч а. Положительный адди­
тивный оператор, заданный на мажорирующем векторном 
подпространстве К-линеала Х -и со значениями в К-про­
странстве У, может быть распространен на весь Х с со­
хранением положительности и аддитивности. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 11 

ЭЛЕМЕНТЫ ГЕОМЕТРИИ ВЬIПУНЛЫХ МНОЖЕСТВ 

Здесь приводятся используемые в основном тексте 
сведения из геометр.ни выпуклых поверхностей. Деталь­
ное изложение в [20, 25, 34, l 64, l 82]. 

1°. Простейшие определения и факты. ·Пусть mn СОВО· 
купность вьп:~уклых компактных множеств п·мерного чис­

лового пространства R". Элементы множества mn назы­
ваются выпуклыми фигурами. Симв·олом mon обознача­
ется множество телес11ых выпуклых компактов. При этом 
для элементов mon как синонимы используются с.пава 
«Выпуклые тела» ,или «выпуклые поверхности». Симво­
лом mRn обознач~ется множество строго выпуклых и 
гладких выпуклых поверхностей. Элементы mR" назы· 
ваются регулярными телами (или поверхностями). Сум­
мой Минковского вылуклых фигур r и ~ называ1от фи­
гуру . 

1t+t)= {zERn: Z=x+y (xe:r, YEtJ)}. 

Символом at, где а~О, обозначается множество 
{ze:Rn:z=ax (xe:t)}. 

Символом an обозначается евклидов шар {zERn~ 1 zl ~ l}, 
здесь Jzl = (zi -t· ... + z~) 112 

- евклидова длина вектора. 
Символом Zn обозначается сфера {ze:Rn: /zl = l}. Мно~ 
жество Z" называют также сферой направлений, а его 
элементы - направлениями. Пусть ei (i= l, 2 ... , п) ор­
ты ei= (О, ... , О, 1, О, ... , О), рас.см:атриваемые как эле" ..... _.....-...,...-_..... ...... 

i 
ме.нты mп. Символом ( ·, ·) обозначается скалярное про" 
-из.ведение. Опорная функция .выпуклой фигуры r есть 
отображение y~max{(x, у) :xe::::r}. Д.пя обозначения это" 
го отображения, а также его следа на Zn используется 
символ r. Отметим, что опорная функция фигуры имеет 
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простой геометрический смысл. И·менно, t (и) (где ие: 
EZn) есть (ориентированное) расстояние опорной плос­
кости с внешней норма.пъю и до начала координат. 

Справедливо соотношение 

t= П {zERn:(z, у)~ :i(y)}. (1.1) 
yERn 

Выпук.лая фигура r называется центрально-симметричной 
(с центром в с), если t(и)=t(-и)+(с, и) для всех ие 
е..Rп. 

Симметризацией М инковского rs ф,игуры r ~называется 
:vrножествt>, построенное по ( 1.1) д.пя функции и-+ [t (и)+ 
+r (-и) ]/2. 

Величина b(t, и)=t(и)+r(-и) называется шириной 
фигуры r в направлении иeZn. Величины . 

d (t) = max Ь (t, и), , 
иЕZп 

Л·(t) =min Ь (t, и) 
иЕZп 

называют.ся соотве:rственно диаметром и толщиной ф.и· 
гу!ры r. О'Гображения d:xч--d(t) .н Л:rч--Л(t) являются, 
ОЧев1ИДПО, ПОЛОЖIИТе"11ЬНО ОДПОрОД.НЫМ1И rИ .соответст.венно 

суб (супер) аддитивными относительно сложения Мин­
ковского. 

Расстоянием (метрикой) Бляшке называют функцию 
р: 5ВnХ5Вn ~ R, определенную соотношением 

p(t; ~)=.iпf{t>O:rc~-t·tan; ~cr+tan}· 
Топологию, наводимую р в ~n, называют топологией 
Х аусдорфа. Бс.п1и r есть предел последовательности 
по этой топо.погии, то (иногда) говорят, что r есть замк-
11утый предел Хаусдорфа этой последовательности. 

Многогранником (точнее, ограниченным выпуклым 
t-н1огогранником) называют выпуклую оболочку конеч­
ного числа точек (при n=2 употребляют термин много-
угольник). . 

Теорема аппроксимации многогранни­
к а м и. (а) Каждая выпуклая фигура есть предельная 
точка множества содержащихся в ней многогранников. 
(б) Каждая выпуклая фигура есть предельная точка 
лtножества содержащих ее многогранников. 

Запись r~~ (~ Т-входит в t) означает, что ~ разме~ца­
, т 

стен в r параллельным переносом, т. е. существует век-
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тор ceR"' 'такой, что t::>~+c. Если х;;:,11 и 11;з;t, то roвCJ 
, т т 

рят, что Х=11 (t и р С·Овпа.дают с точностью до парал-
т . 

лельноrо переноса). 
Если r и 11 регулярные тела, то при достаточно ма· 

лом а>О найдется фигура а такая, ·что а+а11=х. 
Отметим еще два факта. ШRп плотно в топологии Ха· 

усдорфа в ШО,,, и ШОn, в свою очередь, плотно в Шn. 
2°. Смешанные объемы и смешанные поверхностные 

функции. Пусть r многоуr,ольник,- ненулевое ребро кото­
рого с единичной внешней нормалью ni имеет длину l1 
(i= 1, ... , s). Поверх.постной функцией r называется 

- s 
мера µ ( 1 ) = ~ l1впt" Если х, U - многоугольники, то сме· 

l=l 
шанной площадыо х и 11 называют величину V (t, ~) = 

1 1\ 

=т j 11 (-) dµ (i ). Я:сно, что если t' =t и 11' =~, то 
Z1 Т Т 

V(t, Ь) = V(t', р'). Пусть теперь n=З и х, ~- произволь­
ные ·м1ноr.огранники. С1мешанной поверхн·остной фун·кцией 
t и~ называют :п.искретную м·еру (Ра~она) µ (r, 11) е.С' (Zз), 
определенную следующим способом: 

где 

µ ( Х, 1)) = ~ V ( f i' 11 д 8п., 
• 1 
i 

·х t = х n { z Е R3 ; ( z, nt) = r ( п 1) } ; 

11t= u n {z·E R3 :(z, ni) = v(nt)}, 

а суммирование ведется по тем нормалям .п,, для которых 

V (r,, ~i) >0 (можно показать, что множество таких нор· 
малей конечно). Для трех многогранников их смешанный 
объем определится соотношением " 

v ( х, 11, а ) = + .f adµ ( х, 11). 
z. 

Продолжая этот процесс по индукции, в R" каждым·п-1 
(не обязательно раЗJiичным) многогранникам сопоставим 
меру µ(t 1, ••• , rn-i)EC'(Z,,,), наэы.ваемую их смешан.ной 
поверхностной функциеir и обладающуто тем свойством, 
что 
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где 
i t1i = r1i П {z Rп: (z, п1) = rk (пi)}. 

Суммирование ведется по (конечному) множеству тех 

нормалей, для которых V ( t f, ... , t ~-1) >О. Смешанный 
объем п многогранников определяется соотношением 

V ( r 1' ••• , tn-t' Х п) = ~ · S r п (-) dµ ( r lt • • ·, r n-::-1)· 
zn 

Пусть t 1, ••• , rn-l -\произвольные выпукль1е фи.гуры 
в Rn. Можно показать, что для любых последовательно­
стей многогранников ( t~), аппроксим1ирующ~их ri, сущест­
вует, не зависящий от способа аппроксимации или от 
порядка перехода к пределу, широкий (т. е. в слабой то­
пологии) предел смешанных поверхностей функций мно-

гогранников i~, ••• , х ~-l· Этот предел называется сме­
шанной поверхностной функцией фигур r 1, ••• , xn-l· Ве­
личина 

V (t lt • • •, r п-t~ t п) = ~ .f Х п ( •) dµ ( r 1' • • ·, t n-t) 
. . zn 

называется смешанным объемом фигур r1, ..• , rn. 
Смешанный объем обладает следующими свойст-

вами: 
( 1) симметричность, т. е. для любой перестановки 

{i1, ... ' in} ·множества { 1, ... ' п} и любых фигур r1, ... 'rn 
V ( tl, • • ., tп) = V (t iit ~ • ., tin); 

(2) полилинейнбсть по Минкqвскому, т. е. 

V(ar+~ь, t 2, ••• ,rn)=aV(x, х2 , ••• , Х~)+~V(Ь, x2, ••• ,tn); 
(3) непрерывность (в топологии Хаусдорфа) по каж­

дой переменной; 
(4) V(t1,~ .. , tn),;;э:O; при этом V(x1, .•. , Xn)>O в 

том и только в том случае, если можно найти невырож" 
дающиеся в точки отрезки Aicr", которые не параллель­
ны одJНой 1И той же ~ипер1плоскости (Отсюда, в, частно,ст~И, 

с.педует, что если r k = rk (k=l, .. . ,п); то V ( r1, ••• , rп) = 
т 

= V (t1, ... , xn). Последнее свойство называется инварu" 
антностью относительно сдвигав); 

(5) монотонность; если r1i~~k (k= 1, ... , п)" то 
т 

V (Х lt • • • , Xn) ~ V (V1, • • • , Vn) • 
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Поверхностной функцией х называется мера µ (t) = 
=µ(t, ... ,t). 

Можно показать, что объем V (t) (п-мерная Jiебегова 
мера t) равен V (t, ... , t), аналогично, площадь поверх­
ности S (t) есть п V (t, ... , х, ~n). При п= 2 веЛичи~ны 
V (t) и S (t) .называют· соответственн·о площадью и пери­
метром фигуры х. Для смешанных поверхностных функ­
ций и объемов приняты обозначения (O::s;;m, k~п; m>k): 

Vт,k(Ш, t, ~) = V(~ 1 , ••• , ~п-т'. r, ... , t, ~ •... , 03); 
'-..-' -___.,.; 
т-k k 

µт,k(~, t, ~)=-=µ(~11•••7 ~п-т, х •••• , r, ~, ...• ~); 
;;=г-J --г-

Vт(~, ~) = V(~, ... , ~' ~' ... , ~); 
~ 

n·-m 

µт(~, ~) = µ(~, .", ~' ~' • .. , ~). _________.. 
п-т-1 

Таки~ образом, 

V m.k ( ~' t, ~) = + .\ rdµm,& (~, r, ~ ). 
zn , 

Известно, что функция V ( ·, .. ", ·) допускает распрост­
ранение с сохранением непрерывности и поли.линей нести 
на пространство [С (Zn)] п. Смешанными объемам,и зада­
ются многие важные характеристики выпуклых фигур. 
Приведем некоторые из них. Пусть RP - произвольное 
подпространство Rn (р= 1, 2, ... , .п); р-мерный объем 
ортогональной проекции фигуры r на RP называется р­
мерной поперечной мерой. при этом ее чис.пенное значе­
ние да€тся форму"1ой Vn-P (t, 3n-P) (здесь 3n-p- единич­
ный шар в ортогональном дополнении RP). Величина 
Vn-p (t, Зn) называет.ся интегралом поперечной меры (илн 
средней поперечной мерой). В частности, величина 
Vi (Зп, t) = Vn-1 (r, Bn) называется интегральной шириной 
(и.пи нормой) выпуклой фигуры. 

Приведем еще одну простую полезную формулу 

п 

v (а f ~t- в·~)= ~ с:ап-твт. v т ( f' ~ ). 
т=О 
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3°. Теорема Александрова. Мера µе:С' (Zn) наэывает­
бI александровской, если 

(1) µ~О; 
(2) µ инвариантна относительно сдвигов, т. с. 

J eidµ =О ;(.тrя всех i= 1, 2, ... , п 
zn 

(напомним, что ei есть функция Z-7'- (z, ei)); 
(3) µ не вырождена, т. е. для всякого гиперподпрост­

ранства Н cRn имеет место соотношение µ (Z,.. П Н) < 
<µ(Zn)· · 
Теорем а Але к с ан др о в а. Поверхностная функ­

ция выпуклого тела есть александровская мера. Для 
всякой александровской меры найдется единственное с 
точностью до переноса выпуклое тело, имеющее эту ме­
ру своей поверхностной функцией. 

Отме'Dим, что на плоскости вырожденной положитель" 
ной инвариантной относительно сдвигов мере отвечает 
поверхностная функция отрезка. 

Носитель s (t) поверхностной функции .выпуклого те·­
ла х называется носителем фигуры_ r. Пр·и этом 

r = П \у Е Rп : ( z, у) < х ( z) } . 
т zEs(r> 

Гiоверхностная функция симметричной фигуры r сим­
метрична, т. е. µ(:t)(e)=µ(t)(-e) для любого борелев­
окого множества е. Симметризацией Бля~ик.е фигуры х 

1 

называется фигура с поверхностной функц-ией е~+(µ.(х) 

( е) + µ (Х) (-е)]. Пусть х, t) - выпуклые поверхности, 
суммой Бляшке x=tt=t) называется однозначно опреде.пен­
пая (с точностью до сдвига) фигура с поверхностной 
функцией µ(t) +µ(tJ). 

Смешанная по1Верхнос'Dная функция п.о.л.илинейна. Та­
ким образом, на плоскости с точностью до переноса сум­
мы Бляшке и Минковского совпадают. 

Существует ряд теорем об определенности поверх­
ности ее поверхностными функциями. Нам потребуется 
.пишь один из таких результатов. 

Теорем а Але к с а п др о в а - В о л к о в а [3]. 
Пусть_}, ~-регулярные поверхности, причем µp(i, tJ) = 
= µт(х, tJ) (p-:/=ni). Тогда x=t). 

т 
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4°. Теорема Брунна-:-- Минковскоrо. В прИлоЖениЯх ~ 
экстремальным задачам фундаментальную роль играет 
следующая 

Теорем а Б рун на - Мин к о в с к ого. Функ-

ционал Gт, 1 :r-+ V~~r-1t> (~, :r, ~) положительно однороден 
и супераддитивен (относительно сложения Минковского)# 

В дальнейшем нас будет интересовать производная 
фу1нкции Gm, 1 по допустимым напра:вл.ениям (говорят, 
что функция JieC(Zn) является допустимым направле-
нием в ТО'Чке :re~n' если 1найдет.ся такая фи.гура 1}, что 

функЦtИя -r+ag (а>О) я.вл.яется опор.ной функцией U). 
Прежде всего, заметим, что в силу симметричности м 

полил·инейн.ости смешанного объема .справедливо отно­
шение 

v m,k ( 1' r + ag, ~) = v m,k (~' % ' ~) + 
-t- а (т - k) V (g, 11' • ·., ~ п-т' 

%, ••. ,i, ~, ... ,~)+о(а), ----­m-k-l 
rде о (а) /а-+ О при· а t О. 

Следовательно, 
, - -

(V т.1t)- (g) = lim (V m,k (~, t + ag, ~) - V mik (~, r, ~))/CG= 
t а. i о 

= (т- k) V (g, ~1' • • ., ~п---т, 
- - m-k 1 -z, .. . , r, ~' ..• , ~)-:--- } gdµm,k (1, r, ~). 
т-k-1 п z· 
--,,- ·п 

Отсюда видно, что если Gт. 1 (:r) +о, то 

1 gdµm,k (~, -t, ~) 
, l 

(Gт,k)i (g) = n · _n ...... m--~k--l----

V т ~Гk ( ~ ' х' ~ ) , 
По теореме Брунна-Минковского, (Gт.1t)i (р) > Gm.k (~ ). 
В развернутой форме это означает, что для любых фи­
гур r, 1}, ~. 1 1, ••• , ln-m из ~n сnраrведливо ~неравен ст во 

v m.k (1 ' J, ~) v~;k-l (~ ' ", ~) ~ 
~ Vm-k(:r, В1, • • ·•. ~п-т,V , ... , Р, ~, · • ., ~). 

k 

·Последнее неравенство называют н.еравенством Алек­
сандрова. 
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.) КОММЕНТАРИИ 

\ 
\ 
! 
\ 
' 

К Введению. Основные факты теории выпуклых функций см. в мо­
нографии Рокфеллера '[141]. Там же собрана достаточная библио­
графия. Из других работ отметим монографии Харди - Литтлвуда -
Полна [166] и К:расносельскоrо и Рутицкоrо [92]t а также обзор 
[8] ранних 1работ по теории выпуклых функций. 

Схема пунктов l0
t 2° восходит к Минковско·му и Фенхелю [125, 

160]. Окончательная форма этой констр.укции содержится, фактиче­
ски. у Хермандера [167]. 

Специфическое свойство квадратичных трехчленов (эквивалент~ 
ное генерированию) отмечено Боманом [19] и Коровкиным [87J. 

К главе 1. О различных обобщениях nонятия выnуклости 
см. обзоры в [9. 49]. Конструкция И-выпуклости, естественно, не ло­
ва. Схема пункта 1° типична в теории упорядоченных алгебраиче­
ских -систем (см. [31, 163]). И-выпуклость в конкретных ситуациях 
встречалась .в ряде работ. Отметим только [46, 52, 53, 54. 61. 72, 165J. 
Ос.10бенный интерес представляют работа Фаня [156] и работы Бобока 
н Корнеа [16, 17. l8J. ,где предложен родственный подход к непре­
рывным И-выпуклым функциям. 

R+-устойчивые множества систематически используются, напри­
мер, в теории роста целых функций [39, 40, 119. 142]. Общие свойства ус­
тойчивых множеств в локально выпуклом пространстве (л. в. n.) ис-

следованы Рубиновым [144]. R+ -нормальные множества возникли в 
основном в связи с потребностями математической экономики [122]. 
Теория таких множеств в л. в. :п, и их связь с расnространениями суб­
линейных функционалов изучены Руб,иновым [rl44]. По поводу вы­
пуклости на .невыпуклом множестве и rеометрических приложений, 
этого понятия см. [26, 27. 28]. 

Большой цикл исследований по теории выпуклых множеств вы -
полнен Кли ( (84], а также более поздние работы, ссылки на осноu­
ные из которых приведены, например, в [154]). 

Конструкция пространства выпуклых множеств восходит еще к 
Ней.ману и Биркгофу [l&З]. Одной из первых работ, где существенно 
используется это пространство, следует считать цикл Александров.:~ 
[2]. Наше изложение следует Пинскеру [131]; см. также работы [45, 
66, 79, 134, 135, lбl, 167, 1·68, 182]. Пространство вьшуклых множеств 
подробно изучалось в серин работ Рабиновича [132. 133, 134]. Это 
лространст.во находит интересные внсrеометрические приложения. от­

щ>снтельно этоrо см., " частностп, {~22]. 
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О схеме Фенхедя - .i\1opo и ее связях с проблемами других мi· 
тРматических дисциплин см. мо'пографию Рокфел.rrера [ 141] и обзо~~ 
ную статью Иоффе и Тихомпрова [71]. Существенными для развити 
этой теории явились, в частностиt работы (24, 391 128, 139, 140, 16 , 
161]. О связях с экстремальными задачами существует обширная ю)­
тература. Отметим только (1, 69, 71, 138J, обзорную статью (147], 1'Д.r 
и:маrается перекликающийся с данным изложением подход, а тэкЖс 
содсржащую обширную библиографию КНИl'У ['154]. 

Глава I в основном следует работам авторов ['107, 108]. Резуль­
таты пункта 8° принадлежат Линке. 

К главе 11. Понятие декомпозиции (для -случая сублинейных 
функций) было введено Решетняком (137]. Люмис [116j дал абст­
рактное определение декомпозиции. О .понятии декомпозиции в по~ 
.пу.11инейных пространствах с:..1. (55]. Окончательный результат дJIЯ 
выпуклых функций получен Картье, Феллом, Мейе (80]. Теорем:\ о 
поляре для сублинейных функций получена l(утатсладзе (96]. Дока­
затедъство теоремы декомпозиции еле.дует этой работе. О сдабо из­
меримых распространениях и тематике, приведшей к теореме Харди -
Литтлвуда - Полиа - Блэкуэлла - Штейна - Шермана - Картье, 
ем. (14, 80, 159)166J. Теорема Штрассена и близкая задача о субдиффе­
ренциале ИН1'егра.11а выпуклых функций представлены в [ 47, 181]. Из­
.1оженне окончатедьных результатов в этом наnравлении имеется у 
Иоффе и Левина (70]. 

О теории Шоке см. [159, 177, 178], а также обширную литерату­
ру, связанную, главным образом, с так называемыми rеометричесхи­
~1и симплексами (см. (17, 18, 21, 183, 186, 187], где приведена доета­
то1шая библиография, и статьи (38, 123]). Принцин сохранения нера­
венств восходит к известной работе Кейщ1сона [81]; в да"1ьнеfш1е:-.1 
он использован, фак7ически, в [16, 17, 18, 183], где введена родствен­
ная конструкция выпуклости. «Теорема Макободского» есть анаJюг 
теоремы Макободскоrо для выпукдых функций (см. [159]; впрочем, 
та:\~ нспользован, в известном с.,rысде, двойственный подход). Ло по~ 
воду границ (Мидь·мана) Шоке и Шилова см., на11ример, (124, 159]. 
«Теорема Шоке» есть аналог известного результата Шоке для выпук­
~1ых метрических ко;~.ша}):тов (177]. «Теорема Фаня» относится к тео­
реме Фаня (156] так же, как теорема Шоке относится к теореме Крей­
па - Мильмана. Задача о сохранении неравенства представляет инте­
рес, ГJiавным образом, в связи с теорией генераторов. 

Лункты 1°, 2~ сдедуют в основном работам авторов [107, 108]. 
Да.пьнейшие новые результаты прннад.пежат, главным образом, Кута­
те.1адзе (99, 103, 104]. 

К главе 111. Теоремы о r<::нераторах с.аедует рассматривать как 
новые способы задания выпук~11ых функций, так как эти теоремы носнт 
:юк;:~льный характер. Глобальный же характер изложения объясJiя­
стся тем, что именно в такой форме вопросу о сходимости операто­
ров и фуt-1кционадов (без нршшечения по11ятия генераторов) посвя­
щена достаточ110 обширная "1итература (но;tробный обзор в [42] )'. 

Первые содержательные 1-езудьтаты, относящиеся к указанной тс­
:\tе, получены Коровкиным L 87J. Общие признаки подпространств в 
С ( Q), обеспечивающие сходимость на всем пространстве при усло-
1ши сходи;vюстп только на ca\IO:tf этом подпространстве, 1ю"1учены 

Пiашкнным в терминах границы Шоке (см. [169, 171, 172]). Та~ 
же об11ару.tь..:ны раздичнь1е иатересные связи то1юJ10гическо1·0 
характера. Связь с супре:'l'IаJ1ьным порожде11исм (в nространстве 
С ( 1 а, Ь 1}} впервые, 110-видимому, замечена Баскаковым [6]. Сходим о-
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rи в пространствах LP nосвящева работа [5J]. Новый подход к 
соремам Коровкина предложили Климов, Красносельский и Jlнф· 

1 ~ип, [85] и Красносельский и Лифшиц [90, 911] (примыкают к зти:v1 
ботам статьи [36, 113]}. В [90] отмечена и связь со сходимостью 

н растягивающих операторов. Первые серьезные результаты в 11ос· 
.'!~днем .направдении поv1учены Шашкиным [173] и Рублевым [148]. q порядковой надстройке см., например, [56, 91, 105]. 

• Общая теория суnремальных генераторов развита авторами, n 
частности, в [1102, 105, 109, 110, 145]. Результаты совместных работ 
no генератора~ в 1~ространствах непрерывных функций принад.rzежат 
n большей мере Кутателадзс; а по «абстра1пным» генераторам при· 
надлежат в бо.т1ьшей мере Рубинову. Результаты пункта 4° и теоре"1а 
6.3 принадлежат Рут:ковсI<аМу r 149]. 

Теорема 8.2 принадлежит Шмульяпу [175, 176], показавшему, что 
сформулированный в пей критерий сходимости равпоси.чен сипьной 
дифференцируемости сопряженной нор·мы (в соответствующей точке). 
аналогичный резу.r~ьтат о сдабой сходимости равносилен слабой днф­
ференцируемости. Дальнейшие эквивалентные усдовия сходимости, 
типа приведенных в теореме 8.2, см. в известной работе Фаня и 
Г ликс.берга [ 157]. Родственные эффекты, нашедшие важные прило­
жения в теории приближений и мате:\tатическом программировании, 
имеют место в банаховых пространствах, обдадающих свойствоч 
Ефимова- Стечкина (но это"1у поводу С;\-1. [63, 65, 179] ). О днффе· 
ренцируемости норм и выпуклых функций см. также [4, 5, 48, 58, 94]. 

Ряд родственных вопросов, не нашедших отражения в настоящей 
главе, изложен, например, в [23, 35, 89, 112, 126, 129, 150, 151, 162./. 

По поводу техники квазиJ1ИI1еаризации с:м. [10, 73, 74, 86]. Поня­
тие квазиквадратизации введено в [11 J], см. также [93]. Задача 
Дирих.'Iе ддя выпуклых функций рассмотрена, например, в [1 I8j. 

1( главе IV 1• По поводу экстремальных задач выпуклой f(~омет­
рии см. обзоры Бопнезена и Фе11хедя [20] и Буземана [25J, а такжl' 
книгу Хадвигера [164] и цикJ1 статей А.гrександрова [2]. 

Общая схема рассмотрения задач изопериметричоского типа как 
задач программирования в пространстве выпуклых множеств прина,1-

.1ежит Кутате.падзе и Рубинову [106]. Дальнейшие 12езультаты в это:\1 
направлении принадлежат Кутатсдадзе [97, 100, 101j. 

По поводу задачи Бибербаха см. [11. 98]; о задаче Урысона сы. 
[155], а также обзор Люстерника [117]. 

О задачах оптима.пьного размещения фигур существует обшир­
ная литература. Все нужные детали (и многое сверх того) можно 
обнаружить в монографии Ка11тороnича н Зa.riгa.:r.11cpa [78]. 

1 Вnиду классического характера этоn тематики и. следовательно, необоз­
рпмости литературы, мы сочли возможным ограничиться необходимым миниму­
мом замечаний. 
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